
Chapter 3

第三次习题课

§ 3.1
习习习题题题2.1

【习题 3.1】 (2.1.1) 先掷一个均匀骰子，记下点数后再掷同样个数的均匀硬币，令 X 表
示正面朝上的硬币个数，求 X的分布列。

证明. 设掷骰子得到点数N，则X, N独立。 X的所有可能取值为0, 1, · · · , 6，且

P(X = x) =
6

∑
n=x

P(X = x | N = n)P(N = n)

=
1
6

6

∑
n=x

(
n
x

)
2−n

【习题 3.2】 (2.1.2) 微信朋友圈单位时间分享的讯息条数服从参数为 λ的泊松分布，若

在相邻时间间隔内新增讯息条数是相互独立的，求在两个单位的间隔时间内发现 k 条讯息的
概率。

证明. 记两个单位时间发送条数为X。

P(X = k) = ∑
m+n=k

λm

m!
e−λ λn

n!
e−λ =

λke−2λ

k!

k

∑
m=0

(
k
m

)
=

(2λ)ke−2λ

k!

【习题 3.3】 (2.1.3) 设离散型随机变量 X1, · · · , Xn相互独立且关于 0对称，即 Xi与−Xi

有相同的分布列。证明对任意 x ∈ R，

P(Sn ≥ x) = P(Sn ≤ −x),

其中

Sn = X1 + · · ·+ Xn.

若去掉相互独立这一条件，结论还一定成立吗？请说明理由。



3.2. 习题2.2

证明.
P(Sn ≥ x) = ∑

x1+···+xn≥x
P(X1 = x1, · · · , Xn = xn)

= ∑
x1+···+xn≥x

P(X1 = x1) · · ·P(Xn = xn)

= ∑
x1+···+xn≥x

P(X1 = −x1) · · ·P(Xn = −xn)

= ∑
x1+···+xn≤−x

P(X1 = x1, · · · , Xn = xn)

= P(Sn ≤ −x),

但若不独立，令n = 2，取以下分布，

P
(
(X1, X2) = (−1, 0)

)
= P

(
(X1, X2) = (0,−1)

)
= P

(
(X1, X2) = (1, 1)

)
=

1
3

.

则 X1, X2都服从 {−1, 0, 1}上的均匀分布，因而都关于 0对称，但

P(S2 ≥ 2) =
1
3
̸= 0 = P(S2 ≤ −2).

【习题 3.4】 (2.1.4) 随机变量 X 的分布列 P(X = xk) = pk, k = 1, 2, · · · , n, Shannon信
息熵定义为

H(X) = −
n

∑
k=1

pk ln pk.

给定 n，X服从什么样的分布时信息熵 H(X)最大？

证明. 由Jensen不等式，

H(X) = −
n

∑
k=1

pk log pk ≤ log n,

等号成立时，p1 = p2 = · · · = pn = 1
n，即为离散型均匀分布。

§ 3.2
习习习题题题2.2

【习题 3.5】 (2.2.1) 对 X ∼ B(n, p)，求 E[X3]。

证明. 设X = ∑n
k=1 Ik, I1, · · · , In i.i.d.是示性随机变量，且P(Ik = 1) = p，则

E(X3) = E

( n

∑
k=1

Ik

)3


= nE(I3
1) + 6

(
n
2

)
E(I2

1 I2) + 6
(

n
3

)
E(I1 I2 I3)

= n(n − 1)(n − 2)p3 + 3n(n − 1)p2 + np
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3.2. 习题2.2

【习题 3.6】 (2.2.2) 离散型随机变量 X的分布列

f (x) =


1

x(x + 1)
, x = 1, 2, · · · ,

0, 否则.

讨论实数 α取何值时 α阶矩（当 α非整数时称为分数阶矩）E[Xα] < +∞？

证明. 当α < 1时，

E[Xα] =
∞

∑
k=1

1
k1−α(k + 1)

≤
∞

∑
k=1

1
k2−α

< +∞;

当α ≥ 1时，

E[Xα] ≥
∞

∑
k=1

1
k + 1

= +∞.

故取值范围为α < 1。

【习题 3.7】 (2.2.3) 无人驾驶网约车是当今社会的科技结晶，设一辆无人驾驶网约车一
天内穿过的路口总数为 X，且

P(X = k) = (1 − p)k−1p, 0 < p < 1, k = 1, 2, · · · .

每个路口的红绿灯是独立工作的，该车在每个路口遇到红灯的概率是 p。
(1)求此出租车穿过路口总数的期望和方差。
(2)求此出租车一天内遇到红灯数的期望。

证明. 记 q = 1 − p，则由
∞

∑
k=0

qk =
1

1 − q

求导得
∞

∑
k=1

kqk−1 =
1

(1 − q)2 ,
∞

∑
k=2

k(k − 1)qk−2 =
2

(1 − q)3 .

于是

E[X] =
∞

∑
k=1

kpqk−1 = p · 1
(1 − q)2 =

1
p

.

又

E[X(X − 1)] =
∞

∑
k=2

k(k − 1)pqk−1 = pq
∞

∑
k=2

k(k − 1)qk−2 =
2q
p2 .

故

E[X2] = E[X(X − 1)] + E[X] =
2q
p2 +

1
p
=

2 − p
p2 ,

从而

Var(X) = E[X2]− E[X]2 =
2 − p

p2 − 1
p2 =

1 − p
p2 .
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3.2. 习题2.2

设一天内遇到红灯数为 Y，则在 X = n的条件下，Y | X = n ∼ B(n, p)，故

E[Y | X = n] = np.

于是

E[Y] = E
(
E[Y | X]

)
= pE[X] = 1.

【注 3.8】 上面的 X实际上服从参数为 p的几何分布。有结论（可直接引用）

E[X] =
1
p

, Var(X) =
1 − p

p2 .

【习题 3.9】 (2.2.4) 对非负整值随机变量 X，证明

E[X] =
∞

∑
n=0

P(X > n).

证明. 由 X ≥ 0且取整数值，

X =
∞

∑
n=0

1{X>n}.

两边取期望，并交换求和与期望，得

E[X] =
∞

∑
n=0

E
[
1{X>n}

]
=

∞

∑
n=0

P(X > n).

【注 3.10】 对非负实值随机变量 X，由

⌊X⌋ ≤ X ≤ ⌈X⌉

并对 ⌊X⌋, ⌈X⌉分别应用上题，可得

E[⌊X⌋] =
∞

∑
n=0

P(⌊X⌋ > n) =
∞

∑
n=1

P(X ≥ n),

E[⌈X⌉] =
∞

∑
n=0

P(⌈X⌉ > n) =
∞

∑
n=0

P(X > n).

故
∞

∑
n=1

P(X ≥ n) ≤ E[X] ≤
∞

∑
n=0

P(X > n).

这个不等式非常重要，它给出了随机变量数学期望的一个简单而且比较紧的估计。

【习题 3.11】 (2.2.6) 随机图模型 G(n, p)指 n个顶点 V = {1, 2, · · · , n}的图，两个顶点
以概率 p连边，且每两个顶点是否连边相互独立。顶点 i的度 Di 定义为与 i相连的边数。

(1)求 Di 的分布列与期望 E[Di]。

(2)若 X表示 G(n, p)中“三角形”个数，试求“三角形”期望数 E[X]和方差 Var(X)。
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3.3. 习题2.3

证明. 对固定顶点 i，Di 是其余 n − 1条边中出现的条数，故

Di ∼ B(n − 1, p), E[Di] = (n − 1)p.

记所有三角形的集合为 T，对每个 T ∈ T，记 IT 为“三角形 T出现”的示性函数，则

X = ∑
T∈T

IT, |T | =
(

n
3

)
.

于是

E[X] = ∑
T∈T

E[IT] =

(
n
3

)
p3.

再看方差，

Var(X) = ∑
T∈T

Var(IT) + 2 ∑
T<S

Cov(IT, IS).

其中

Var(IT) = p3(1 − p3).

若两个不同三角形没有公共边，则对应边集独立，协方差为 0；若共用两条边时，

E[IT IS] = p5, Cov(IT, IS) = p5 − p6 = p5(1 − p).

而共用一条边的三角形对数为 (
n
2

)(
n − 2

2

)
= 6

(
n
4

)
.

故

Var(X) =

(
n
3

)
p3(1 − p3) + 12

(
n
4

)
p5(1 − p).

§ 3.3
习习习题题题2.3

【习题 3.12】 (2.3.1) Daniel Bernoulli在 1769年描述了“扩散模型”：A瓶有 n个红球，
B瓶有 n个蓝球，每次从两瓶中各选一个球并相互交换。求进行 k次操作后 A瓶中的红球数
的期望。

证明. 对于A瓶初始的每一个球，先求第k次交换后仍在A瓶的概率pk，则p0 = 1，且

pk+1 =
n − 1

n
pk +

1
n
(1 − pk),

得

pk =

((
n − 2

n

)k
+ 1

)
· 1

2
,
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3.3. 习题2.3

因此对A瓶原来的n个球编号，第i个球第k次交换后在A瓶个数为Ii，则N = I1 + I2 + · · · +
In，

E(N) =
n

∑
i=1

E(Ii) = npk =
n
2

((
n − 2

n

)k
+ 1

)
.

【习题 3.13】 (2.3.2) 设 G = (V, E)是有限图，其中 V 是 G 的顶点集，E是 G 的边集。
对任意顶点集W 和任一边 e ∈ E，定义示性函数

1W(e) =

1, e连接W 和Wc,

0, 否则.

设

NW = ∑
e∈E

1W(e).

利用概率方法证明存在W ⊂ V 使得 NW ≥ |E|/2。

证明. 我们独立地取V的每个点，取每个点概率为1
2，记取出的顶点集W，随机变量N =

NW，则

E(NW) = ∑
e∈E

E(IW(e)) = |E| · 2
1
2

(
1 − 1

2

)
=

|E|
2

,

故存在一种取法使得NW ≥ |E|
2 。

【习题 3.14】 (2.3.3) 一个盒子里有标号为 1, 2, · · · , n的 n个球。现从中不放回地随机取
出 k个球并把它们的标号相加得到和数。求该和数的期望和方差。

证明. 记和数为 X，对每个 i = 1, 2, · · · , n，记

Ii = 1{第 i号球被取到},

则

X =
n

∑
i=1

iIi.

由于每个球被取到的概率都为 k
n，故

E(X) =
n

∑
i=1

iE(Ii) =
k
n

n

∑
i=1

i =
k(n + 1)

2
.

再求方差. 由
Var(X) =

n

∑
i=1

i2 Var(Ii) + 2 ∑
1≤i<j≤n

ij Cov(Ii, Ij),

先有

Var(Ii) =
k
n

(
1 − k

n

)
=

k(n − k)
n2 .

对i ̸= j，有

P(Ii = 1, Ij = 1) =
(n−2

k−2)

(n
k)

=
k(k − 1)
n(n − 1)

,
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3.3. 习题2.3

故

Cov(Ii, Ij) =
k(k − 1)
n(n − 1)

− k2

n2 = − k(n − k)
n2(n − 1)

.

于是

Var(X) =
k(n − k)

n2

n

∑
i=1

i2 − 2k(n − k)
n2(n − 1) ∑

1≤i<j≤n
ij

=
k(n − k)

n2 · n(n + 1)(2n + 1)
6

− k(n − k)
n2(n − 1)

( n

∑
i=1

i

)2

−
n

∑
i=1

i2


=

k(n − k)
n2 · n(n + 1)(2n + 1)

6
− k(n − k)

n2(n − 1)

[
n2(n + 1)2

4
− n(n + 1)(2n + 1)

6

]
=

k(n − k)(n + 1)
12

.

【习题 3.15】 (2.3.6) 设 n个向量 v1, v2, · · · , vn ∈ Rn 满足 |vi| ≤ 1, i = 1, 2, · · · , n。令

w =
n

∑
i=1

pivi, pi ∈ [0, 1].

利用概率方法证明存在 εi ∈ {0, 1}，使得∣∣∣∣∣ n

∑
i=1

εivi − w

∣∣∣∣∣ ≤
√

n
2

.

证明. 独立地取εi ∈ {0, 1}其中εi取1的概率为pi,考虑随机变量

X :=

∣∣∣∣∣ n

∑
i=1

εivi − w

∣∣∣∣∣
2

=
n

∑
i=1

(εi − pi)
2|vi|2 + 2 ∑

1≤i<j≤n
(εi − pi)(ε j − pj)vi · vj,

有

E[X] =
n

∑
i=1

E[(εi − pi)
2]|vi|2 + 2 ∑

1≤i<j≤n
E[(εi − pi)(ε j − pj)]vi · vj

=
n

∑
i=1

E[(εi − pi)
2]|vi|2 + 2 ∑

1≤i<j≤n
E(εi − pi)E(ε j − pj)vi · vj

=
n

∑
i=1

E[(εi − pi)
2]|vi|2

=
n

∑
i=1

pi(1 − pi)|vi|2

≤ n
4

,

故存在一种选取方式，使得X ≤ n
4，即∣∣∣∣∣ n

∑
i=1

εivi − w

∣∣∣∣∣ ≤
√

n
2

.
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3.4. 习题2.4

§ 3.4
习习习题题题2.4

【习题 3.16】 (2.4.1) 证明条件期望的如下性质：
(1) E[aY + bZ | X] = aE[Y | X] + bE[Z | X], ∀a, b ∈ R。

(2)若 Y ≥ 0，则 E[Y | X] ≥ 0。
(3) E[1 | X] = 1。
(4)若 X与 Y相互独立，则 E[Y | X] = E[Y]。
(5) E[Yg(X) | X] = g(X)E[Y | X]，其中函数 g使得等式两边的表达式均有意义。

证明. 对任意满足 P(X = x) > 0的 x，按定义

E[Y | X = x] = ∑
y

yP(Y = y | X = x).

只需对每个这样的x分别证明。
(1)

E[aY + bZ | X = x] = ∑
y,z
(ay + bz)P(Y = y, Z = z | X = x)

= a ∑
y,z

yP(Y = y, Z = z | X = x) + b ∑
y,z

zP(Y = y, Z = z | X = x)

= aE[Y | X = x] + bE[Z | X = x].

(2)若 Y ≥ 0，则

E[Y | X = x] = ∑
y

yP(Y = y | X = x) ≥ 0.

(3)
E[1 | X = x] = 1.

(4)若 X与 Y相互独立，则

P(Y = y | X = x) = P(Y = y),

故

E[Y | X = x] = ∑
y

yP(Y = y) = E[Y].

(5)由于在条件 X = x下，g(X) = g(x)是常数，故

E[Yg(X) | X = x] = E[Yg(x) | X = x] = g(x)E[Y | X = x].

上面各式对任意 x都成立，故结论成立。

【习题 3.17】 (2.4.2) 设 X和 Y相互独立，分别服从参数为 λ1和 λ2的 Poisson分布。求
条件期望 E[X | X + Y]。
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3.4. 习题2.4

证明. 记 S = X + Y，则对 0 ≤ k ≤ n，

P(X = k | S = n) =
P(X = k, Y = n − k)

P(S = n)

=

λk
1e−λ1

k!
λn−k

2 e−λ2

(n − k)!
(λ1 + λ2)

ne−(λ1+λ2)

n!

=

(
n
k

)(
λ1

λ1 + λ2

)k ( λ2

λ1 + λ2

)n−k
.

故在 S = n条件下，X服从参数为
(

n,
λ1

λ1 + λ2

)
的二项分布，从而

E[X | S = n] = n
λ1

λ1 + λ2
.

即

E[X | X + Y] =
λ1

λ1 + λ2
(X + Y).

【习题 3.18】 (2.4.3) 设离散型随机变量 X, Y 的期望均为 0，方差均为 1，协方差为 ρ。

证明

E[max{X2, Y2}] ≤ 1 +
√

1 − ρ2.

证明. 注意到

max{X2, Y2} =
X2 + Y2 + |X2 − Y2|

2
=

X2 + Y2 + |X − Y||X + Y|
2

,

故

E[max{X2, Y2}] = 1 +
1
2

E[|X − Y||X + Y|].

由 Cauchy不等式，

E[|X − Y||X + Y|] ≤
√

E[(X − Y)2]E[(X + Y)2].

又

E[(X − Y)2] = Var(X − Y) = 1 + 1 − 2ρ = 2(1 − ρ),

E[(X + Y)2] = Var(X + Y) = 1 + 1 + 2ρ = 2(1 + ρ).

于是

E[|X − Y||X + Y|] ≤
√

2(1 − ρ) · 2(1 + ρ) = 2
√

1 − ρ2,

从而

E[max{X2, Y2}] ≤ 1 +
√

1 − ρ2.
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3.4. 习题2.4

【习题 3.19】 (2.4.5) 通常定义 Y 关于 X 的条件方差 Var(Y | X)为条件分布 Y | X 的方
差，由常用公式

Var(Y) = E[Y2]− E[Y]2,

我们也可直接定义，

Var(Y | X) = E[Y2 | X]− E[Y | X]2.

根据上述定义，证明

Var(Y) = E[Var(Y | X)] + Var(E[Y | X]).

证明. 由定义，

E[Var(Y | X)] = E[E[Y2 | X]]− E[E[Y | X]2].

而

E[E[Y2 | X]] = E[Y2], E[E[Y | X]] = E[Y].

故

E[Var(Y | X)] = E[Y2]− E[E[Y | X]2].

另一方面，

Var(E[Y | X]) = E[E[Y | X]2]− E[E[Y | X]]2 = E[E[Y | X]2]− E[Y]2.

两式相加即得

E[Var(Y | X)] + Var(E[Y | X]) = E[Y2]− E[Y]2 = Var(Y).

【习题 3.20】 (2.4.8) 2024年诺贝尔物理学奖授予 Hopfield和 Hinton，表彰他们利用人
工神经网络进行机器学习的基础性发现和发明。Hinton 在 Hopfield 网络想法基础上引入了
玻尔兹曼机：给定连接两点间权重 wij = wji, wii = 0，定义取值于 {0, 1}n 的 n维随机向量

X = (X1, · · · , Xn)

的联合概率

P(X = x) =
1

Zn
exp

{
∑

1≤i<j≤n
wijxixj + ∑

1≤i≤n
bixi

}
,

这里配分函数为

Zn = ∑
x∈{0,1}n

exp

{
∑

1≤i<j≤n
wijxixj + ∑

1≤i≤n
bixi

}
.

X(k) 表示 X去掉第 k个分量后的向量，试证明条件期望

E[Xk | X(k)] =
exp

{
bk + ∑i ̸=k wkiXi

}
1 + exp

{
bk + ∑i ̸=k wkiXi

} .
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3.5. 习题2.5

证明. 对任意给定的 x(k)，记

η = bk + ∑
i ̸=k

wkixi.

当 X(k) = x(k) 固定时，联合概率中与 xk 无关的部分可并入常数 C，从而

P(Xk = xk, X(k) = x(k)) = C exp{xkη}, xk = 0, 1.

于是

P(Xk = 1 | X(k) = x(k)) =
Ceη

C + Ceη =
eη

1 + eη .

又因为 Xk 只取 0, 1两个值，故

E[Xk | X(k) = x(k)] = P(Xk = 1 | X(k) = x(k)) =
eη

1 + eη .

即

E[Xk | X(k)] =
exp

{
bk + ∑i ̸=k wkiXi

}
1 + exp

{
bk + ∑i ̸=k wkiXi

} .

§ 3.5
习习习题题题2.5

【习题 3.21】 (2.5.1) 直线上简单随机游走

Sn =
n

∑
k=1

Xk, S0 = 0,

这里

P(Xi = 1) = p, P(Xi = −1) = 1 − p, 0 < p < 1.

求 E(Sn), Var(Sn), Cov(Sm, Sn), E[Sn | Sm].
证明. 先记

E(X1) = p − (1 − p) = 2p − 1, Var(X1) = 1 − (2p − 1)2 = 4p(1 − p).

因此

E(Sn) =
n

∑
k=1

E(Xk) = n(2p − 1),

Var(Sn) =
n

∑
k=1

Var(Xk) = 4np(1 − p).

又由独立性，

Cov(Sm, Sn) =
m

∑
i=1

n

∑
j=1

Cov(Xi, Xj) =
m∧n

∑
k=1

Var(Xk) = 4p(1 − p)(m ∧ n).
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3.5. 习题2.5

最后求条件期望。

若 n ≥ m，则

Sn = Sm +
n

∑
k=m+1

Xk,

而后面这段与 Sm 独立，故

E[Sn | Sm] = Sm + (n − m)(2p − 1).

若 n ≤ m，则在给定 Sm 的条件下，X1, . . . , Xm 的地位完全对称，故

E[X1 | Sm] = · · · = E[Xm | Sm].

又
m

∑
k=1

E[Xk | Sm] = E

[
m

∑
k=1

Xk | Sm

]
= E[Sm | Sm] = Sm,

所以

E[Xk | Sm] =
Sm

m
, 1 ≤ k ≤ m.

从而

E[Sn | Sm] =
n

∑
k=1

E[Xk | Sm] =
n
m

Sm.

综上，

E[Sn | Sm] =


n
m

Sm, n ≤ m,

Sm + (n − m)(2p − 1), n ≥ m.

【习题 3.22】 (2.5.2) 在一次只有两个候选人的选举中，每次投票只投给一位候选人且不
能弃票。已知最后投票结果 A得 α张选票，B得 β张选票，且 α ≥ β，投票过程中出现的各

种情况可能性相同。

1. 求计票过程中出现两人票数相等的概率。

2. 证明计票过程中 A从不落后于 B的概率为

α − β + 1
α + 1

.

证明. 仿照课本例2.5.4，构造随机游走，令

Xi =

1, 第 i票给 A,

−1, 第 i票给 B,
Sk =

k

∑
i=1

Xi.

则前 k 张票计完后，A 比 B 多出的票数就是 Sk。每一种计票次序都对应一条从 (0, 0) 到
(α + β, α − β)的轨道，且这些轨道等可能；轨道总数为

Nα+β(0, α − β) =

(
α + β

α

)
.
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3.5. 习题2.5

(1)“计票过程中出现两人票数相等”就是轨道在出发后再次经过 x轴。
若 α = β，则终点就在 x轴上，故所求概率为 1。
若 α > β，则其对立事件是“轨道不再过 x轴”，也就是计票过程中 A始终领先于 B。由

投票定理，

#{从 (0, 0)到 (α + β, α − β)不再过 x轴的轨道} =
α − β

α + β
Nα+β(0, α − β).

因此

P(出现票数相等) = 1 − α − β

α + β
=

2β

α + β
.

当 α = β时，此式也仍为 1。
(2)“A从不落后于 B”就是对一切 k都有 Sk ≥ 0。
把每一条这样的轨道最前面补上一条向上的边，就得到一条从 (0, 0) 到 (α + β + 1, α −

β + 1) 且不再过 x 轴的轨道；反过来，删去第一步也可恢复原轨道，所以这是一个一一对
应。

于是由投票定理，

#{A从不落后于 B的轨道} =
α − β + 1
α + β + 1

Nα+β+1(0, α − β + 1).

又

Nα+β+1(0, α − β + 1) =
(

α + β + 1
α + 1

)
,

故

#{A从不落后于 B的轨道} =
α − β + 1
α + β + 1

(
α + β + 1

α + 1

)
=

α − β + 1
α + 1

(
α + β

α

)
.

再除以总轨道数 (α+β
α )，得

P(A从不落后于 B) =
α − β + 1

α + 1
.

【习题 3.23】 (2.5.3) 直线上简单对称随机游走 Sn, S0 = 0。设

T = min{n ≥ 1 : Sn = 0}

为第一次回到出发点的时刻。证明

P(T = 2n) =
1

2n − 1

(
2n
n

)
2−2n,

并讨论 α取何值时 E[Tα] < ∞。
注注注. 可以利用 Stirling公式：n! ∼ nne−n

√
2πn。

证明. 显然 T只能取偶数。记

A+
n = {T = 2n, X1 = 1}, A−

n = {T = 2n, X1 = −1}.
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3.5. 习题2.5

由对称性，

P(T = 2n) = P(A+
n ) + P(A−

n ) = 2P(A+
n ).

现在来数满足 A+
n 的轨道。若 T = 2n且第一步走到 1，则

S1, S2, · · · , S2n−1 > 0, S2n = 0.

把这条轨道倒过来读，便得到一条从 (0, 0)到 (2n − 1, 1)且在出发后不再过 x 轴的轨道；反
过来也可以恢复原轨道，所以这是一个一一对应。

由投票定理，

#{满足 A+
n 的轨道} =

1
2n − 1

N2n−1(0, 1) =
1

2n − 1

(
2n − 1

n

)
.

每条长为 2n的轨道概率都是 2−2n，故

P(T = 2n) = 2 · 1
2n − 1

(
2n − 1

n

)
2−2n

=
1

2n − 1

(
2n
n

)
2−2n.

下面讨论 E[Tα]。由 Stirling公式，(
2n
n

)
∼ 4n

√
πn

,

从而

P(T = 2n) =
1

2n − 1

(
2n
n

)
2−2n ∼ 1

2
√

π
n−3/2.

因此

E[Tα] =
∞

∑
n=1

(2n)αP(T = 2n) ≍
∞

∑
n=1

nα−3/2.

而幂级数 ∑ nα−3/2收敛当且仅当

α − 3
2
< −1,

即

α <
1
2

.

故

E[Tα] < ∞ ⇐⇒ α <
1
2

.

【习题 3.24】 (2.5.4) 考虑一质点，它沿着按一个圆周排列的标以 0, 1, · · · , m的 m + 1个
节点移动。在每一步质点等概率按顺时针或逆时针方向移动至下一个位置。现在质点从 0出
发按上述规则移动，直到节点 1, 2, · · · , m均被访问过为止。

1. 证明质点以概率 1访问所有点 1, 2, · · · , m。
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3.5. 习题2.5

2. 求最后一个被访问的节点是 i(1 ≤ i ≤ m)的概率。

证明. (1)对每个固定的 i ∈ {1, 2, · · · , m}，记Ai = {质点最终访问到节点 i}，再对每个
r ≥ 1，记

Br = {在第 (r − 1)m + 1, (r − 1)m + 2, · · · , rm步中，节点 i从未被访问}.

无论第 (r − 1)m 步末质点在哪个节点，总可以选定一个方向，使其在接下来的至多 m 步内
到达 i；这一特定走法的条件概率至少为 2−m。因此

P(Br |前 (r − 1)m步的一切结果) ≤ 1 − 2−m.

从而对任意 N ≥ 1，
P(B1 ∩ · · · ∩ BN) ≤ (1 − 2−m)N.

若 Ac
i 发生，则每一段长为 m的时间里都不会访问到 i，故对任意 N ≥ 1，

Ac
i ⊆ B1 ∩ · · · ∩ BN.

从而

P(Ac
i ) ≤ P(B1 ∩ · · · ∩ BN) ≤ (1 − 2−m)N.

令 N → ∞，得 P(Ai) = 1。这对每个 i = 1, 2, · · · , m都成立。由于只有有限个点，

P
( m⋂

i=1

Ai

)
= 1.

故质点以概率 1访问所有点 1, 2, · · · , m。
(2)设

pi = P(最后一个被访问的节点是 i), 1 ≤ i ≤ m.

由(1)知∑m
i=1 pi = 1。

对 2 ≤ i ≤ m − 1，对第一步用全概率公式：

pi =
1
2

P(第一步到 1后，最后一个被访问的是 i)

+
1
2

P(第一步到 m后，最后一个被访问的是 i).

若第一步走到 1，又最后一个被访问的是 i，则在到达 i 之前，节点 0 必已再次被访问；
否则质点不可能“跨过” i 去访问另一侧的节点。于是此时“最后一个被访问的是 i”这件
事，与“从 1出发，把其余 m个点都看作尚未访问时，最后一个被访问的是 i”是同一事件。
再把节点重标为

1 7→ 0, 2 7→ 1, · · · , m 7→ m − 1, 0 7→ m,

便回到原问题的同一形式，所以

P(第一步到 1后，最后一个被访问的是 i) = pi−1.
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3.6. 习题2.6

同理，

P(第一步到 m后，最后一个被访问的是 i) = pi+1.

故

pi =
pi−1 + pi+1

2
, 2 ≤ i ≤ m − 1.

这说明 p1, · · · , pm 成等差数列。

再由关于节点 0的对称性，得 p1 = pm。而等差数列首末项相等，只能是常数列，故

p1 = p2 = · · · = pm.

结合 ∑m
i=1 pi = 1，即得

pi =
1
m

, 1 ≤ i ≤ m.

§ 3.6
习习习题题题2.6

【习题 3.25】 (2.6.1) 设 G1, G2是概率母函数，0 ≤ α ≤ 1。证明 G1G2和 αG1 + (1− α)G2

也是概率母函数。问
G(αs)
G(α)

是否依然是概率母函数？

证明. 设

Gi(s) =
∞

∑
n=0

p(i)n sn, p(i)n ≥ 0,
∞

∑
n=0

p(i)n = 1, i = 1, 2.

则

G1(s)G2(s) =
∞

∑
n=0

(
n

∑
k=0

p(1)k p(2)n−k

)
sn.

各项系数非负，且
∞

∑
n=0

n

∑
k=0

p(1)k p(2)n−k =

(
∞

∑
n=0

p(1)n

)(
∞

∑
n=0

p(2)n

)
= 1,

故 G1G2是概率母函数。

又

αG1(s) + (1 − α)G2(s) =
∞

∑
n=0

(
αp(1)n + (1 − α)p(2)n

)
sn,

其系数也都非负，且和为

∞

∑
n=0

(
αp(1)n + (1 − α)p(2)n

)
= α + (1 − α) = 1,

故 αG1 + (1 − α)G2也是概率母函数。
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3.6. 习题2.6

再设

G(s) =
∞

∑
n=0

pnsn.

当 G(α) > 0时，
G(αs)
G(α)

=
∞

∑
n=0

pnαn

G(α)
sn.

其系数非负，且
∞

∑
n=0

pnαn

G(α)
=

G(α)

G(α)
= 1,

故它仍是概率母函数。特别地，当 α ∈ (0, 1]时总成立；若 α = 0，则只有在 G(0) > 0时该
式才有意义，此时它恒等于 1，也仍是概率母函数。

【习题 3.26】 (2.6.3) 设 X服从参数为 p (0 < p < 1)的几何分布，即

P(X = k) = (1 − p)k−1p, k = 1, 2, · · · ,

又设非负整值随机变量 Y的概率母函数为 G(s)，且 Y与 X独立。证明

P(X > Y) = G(1 − p).

证明. 由全概率公式和独立性，

P(X > Y) =
∞

∑
n=0

P(X > n, Y = n) =
∞

∑
n=0

P(X > n)P(Y = n).

而

P(X > n) =
∞

∑
k=n+1

(1 − p)k−1p = (1 − p)n.

故

P(X > Y) =
∞

∑
n=0

(1 − p)nP(Y = n) = G(1 − p).

【习题 3.27】 (2.6.4) 证明

G(x, y, z, w) =
1
8
(xyzw + xy + yz + zw + xw + yw + xz + 1)

是 4个两两独立、三三独立但不相互独立的随机变量的联合母函数。

证明. 由

G(x, y, z, w) =
1
8
(xyzw + xy + yz + zw + xw + yw + xz + 1)

可见各项系数都非负，且系数和为 1，故它确是某个四维随机向量的联合母函数。
对边缘母函数，有

GX(x) = G(x, 1, 1, 1) =
1 + x

2
,
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3.7. 补充内容

其余三个也一样。

再看二维联合母函数，

GX,Y(x, y) = G(x, y, 1, 1) =
(1 + x)(1 + y)

4
= GX(x)GY(y).

由对称性，任意两个随机变量都独立。

再看三维联合母函数，

GX,Y,Z(x, y, z) = G(x, y, z, 1) =
(1 + x)(1 + y)(1 + z)

8
= GX(x)GY(y)GZ(z).

由对称性，任意三个随机变量也都独立。

但若四个随机变量相互独立，则其联合母函数应为

GX(x)GY(y)GZ(z)GW(w) =
(1 + x)(1 + y)(1 + z)(1 + w)

16
,

这显然不等于 G(x, y, z, w)，例如右边含有 x项而左边没有，故它们不相互独立。

§ 3.7
补补补充充充内内内容容容

课程拾遗

【定理 3.28】 (分布函数的刻画) 设 F : R → R是一个函数，则 F是某个随机变量的分布
函数，当且仅当它满足以下三个性质：

1. 单单单调调调不不不减减减性性性：对于任意 x1 < x2，有 F(x1) ≤ F(x2)；

2. 右右右连连连续续续性性性：对于任意 x ∈ R，有 limy→x+ F(y) = F(x)；

3. 规规规范范范性性性：limx→−∞ F(x) = 0，且 limx→+∞ F(x) = 1。

证明. 必要性略。下面证明充分性。
设 F满足以上三条性质。取一个服从 U(0, 1)的随机变量 U，定义

X = inf{t ∈ R : F(t) ≥ U}.

由 limx→−∞ F(x) = 0与 limx→+∞ F(x) = 1可知，上面的集合非空且有下界，因此 X的定义
是有意义的。

对任意 x ∈ R，若 U ≤ F(x)，则 x ∈ {t : F(t) ≥ U}，从而 X ≤ x。故

{U ≤ F(x)} ⊆ {X ≤ x}.

反过来，若 X ≤ x，则对每个 n ≥ 1都可取某个 tn < x + 1
n 使得 F(tn) ≥ U。由 F单调

不减，

U ≤ F(tn) ≤ F
(

x +
1
n

)
.
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3.7. 补充内容

令 n → ∞，再用 F的右连续性，就得 U ≤ F(x)。因此

{X ≤ x} ⊆ {U ≤ F(x)}.

于是

{X ≤ x} = {U ≤ F(x)},

从而

P(X ≤ x) = P(U ≤ F(x)) = F(x).

所以 F正是随机变量 X的分布函数。

好题共赏

【习题 3.29】 (简单随机游走的吸收时间) 设 {Sn}n≥0 是状态空间 {0, 1, . . . , L}上的简单
随机游走，且 0与 L都是吸收态。若 S0 = 1，求在第 n步恰好被吸收的概率。

证明. 记吸收时刻为
τ = inf{n ≥ 0 : Sn ∈ {0, L}}.

对 x = 1, 2, . . . , L − 1，记
P(x, n) = P(Sn = x, τ > n),

则

P(x, n) =
1
2

P(x − 1, n − 1) +
1
2

P(x + 1, n − 1),

并满足边界条件

P(0, n) = P(L, n) = 0,

以及初值

P(x, 0) = 1{x=1}.

由于边界为零，对空间变量作正弦展开

P(x, n) =
L−1

∑
m=1

am(n) sin
mπx

L
,

代入递推式得

am(n) = am(n − 1) cos
mπ

L
,

故

am(n) = am(0) cosn mπ

L
.

再由初值可得

am(0) =
2
L

sin
mπ

L
.

于是

P(x, n) =
L−1

∑
m=1

2
L

sin
mπ

L
cosn mπ

L
sin

mπx
L

.
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3.7. 补充内容

从而

P(τ > n) =
L−1

∑
x=1

P(x, n),

所以

P(τ = n) = P(τ > n − 1)− P(τ > n).

这就把题目化成了上面的显式表达式。

【注 3.30】 若从任意初始位置 i ∈ {1, 2, . . . , L − 1}出发，只需把初值改成

P(x, 0) = 1{x=i},

其余推导完全相同。

【习题 3.31】 (首次连续成功的分布) 设独立重复掷一枚硬币，每次出现正面的概率为 p，
反面的概率为 q = 1 − p。记 N 为首次连续 m 次出现正面所需的抛掷次数，求 N 的生成函
数。

证明. 记
Pn = P(N = n), n ≥ m.

显然

Pn = 0 (n < m), Pm = pm.

对 n > m，按前 m次中第一次出现反面的位置分类，可得递推

Pn = q
m

∑
k=1

pk−1Pn−k, n > m.

设生成函数

G(z) =
∞

∑
n=m

Pnzn.

对上式求和得

G(z)− pmzm = q
∞

∑
n=m+1

m

∑
k=1

pk−1Pn−kzn.

整理得

G(z)− pmzm = qz
(
1 + pz + · · ·+ (pz)m−1)G(z).

于是

G(z) =
pmzm

1 − qz
(
1 + pz + · · ·+ (pz)m−1

) .

再用等比数列求和公式

1 + pz + · · ·+ (pz)m−1 =
1 − (pz)m

1 − pz
,

化简得

G(z) =
(pz)m(1 − pz)

1 − z + qpmzm+1 .

这就是 N的生成函数。
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3.8. 期中复习

§ 3.8
期期期中中中复复复习习习

复习建议是：是把书上的概念、作业里的题型，以及反复讲过的方法重新理一遍。大体

上可以按“概念→作业→典型难点”这条线来复习。

一、基本概念

考试里最容易失分的，往往不是最难的计算，而是概念模糊、定义写不清楚、性质不会

用。下面这些内容至少要做到“能自己说清楚定义，能判断一道题该用哪个概念”：

1. 概率空间三要素：样本空间、事件域、概率测度；

2. 随机变量与分布函数的定义，以及分布函数的基本性质；

3. 离散型与连续型随机变量，分布列、密度函数、分布函数之间的关系；

4. 二维随机变量的联合分布、边缘分布、条件分布、独立性；

5. 数学期望、方差、协方差、相关系数的定义与基本性质；

6. 条件期望的含义，以及“先条件、后取期望”的思想；

7. 常见分布的特点：Bernoulli，Binomial，Geometric，Poisson。

【注 3.32】 这一部分建议大家不要只“看着眼熟”，而要真的能脱离讲义自己复述出

来。尤其是“什么叫独立”“什么叫条件期望”“什么叫分布函数”，最好都能用一句完整的

话说明白。

举两例：

【习题 3.33】 (24秋,1) 掷两枚均匀硬币，详细写出概率空间三要素，并说明其上存在两
个独立的随机变量。

解. 可以取
Ω = {HH, HT, TH, TT},

其中第一个字母表示第一枚硬币的结果，第二个字母表示第二枚硬币的结果。事件域取为

F = 2Ω,

概率测度 P由

P({ω}) = 1
4

, ω ∈ Ω

给出。

这就写出了概率空间三要素 (Ω,F , P)。
再定义两个随机变量

X = 1{第一枚硬币为正面}, Y = 1{第二枚硬币为正面}.
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则 X, Y都只取 0, 1两个值，且

P(X = 1) = P(Y = 1) =
1
2

.

进一步，

P(X = i, Y = j) =
1
4
= P(X = i)P(Y = j), i, j ∈ {0, 1}.

所以 X与 Y相互独立。

【习题 3.34】 (19秋,2) 在 [0, 1]上给出一个概率空间，并问

A1 = [a1, b1], A2 = [a2, b2]

何时独立？

解. 取
Ω = [0, 1], F = B([0, 1]), P = µ,

其中 µ表示 [0, 1]上由区间长度给出的 Borel概率测度，即对任意闭区间 [a, b] ⊂ [0, 1]有

P([a, b]) = b − a.

记

ℓ1 = b1 − a1, ℓ2 = b2 − a2.

则 A1, A2独立当且仅当

P(A1 ∩ A2) = P(A1)P(A2) = ℓ1ℓ2.

不妨设 a1 ≤ a2。

(1)若 b1 ≤ a2，则两区间至多在一个点相交，所以

P(A1 ∩ A2) = 0.

此时独立当且仅当 ℓ1ℓ2 = 0，也就是至少有一个区间退化成一点。
(2)若 a2 ≤ b2 ≤ b1，则 A2 ⊂ A1，于是

P(A1 ∩ A2) = P(A2) = ℓ2.

独立要求

ℓ2 = ℓ1ℓ2,

所以或者 ℓ2 = 0，或者 ℓ1 = 1。也就是说，或者 A2是单点，或者 A1 = [0, 1]。
(3)若 a2 < b1 < b2，则是部分重叠但互不包含。记

x = a2 − a1, y = b1 − a2, z = b2 − b1,

则 x, y, z > 0，并且

ℓ1 = x + y, ℓ2 = y + z, P(A1 ∩ A2) = y.

若独立，则应有

y = (x + y)(y + z) = y2 + y(x + z) + xz > y,

矛盾。因此这种情形不可能独立。

综上，在这个概率空间上，两个闭区间独立当且仅当至少有一个区间的概率是 0 或 1；
也就是说，至少有一个区间要么退化成单点，要么就是整个 [0, 1]。
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二、作业回顾

作业题本身就是最重要的复习资料。很多考点会以相似(甚至相同)形式反复出现，所以
必须所有的作业题都会做。

其中建议重点回看的例子包括：

1. 若 X, Y独立，且 X ∼ Poisson(λ1)，Y ∼ Poisson(λ2)，求

E[X | X + Y].

2. 若 N ∼ Poisson(λ)，在给定 N的条件下抛 N次硬币，设得到的正面数为 X，求

E[N | X].

3. 设直线上简单随机游走

Sn =
n

∑
k=1

Xk, S0 = 0,

其中

P(Xi = 1) = p, P(Xi = −1) = 1 − p, 0 < p < 1.

对 m ≤ n，求
Cov(Sn, Sm) 与 Var(Sn | Sm).

需要掌握的方法和技术有：

1. Cauchy不等式，以及它在估计、证方差非负、控制期望量级中的基本用法；

2. Markov不等式，以及由“期望控制尾概率”这一思路出发的简单估计；

3. 全期望公式(“匿名统计学家公式”)；

4. 随机变量拆成示性 r.v. 之和，方便期望、方差甚至高阶矩计算。

三、典例分析

1. 母函数与矩母函数

母函数/矩母函数的作用：

1. 普通母函数可以把非负整值随机变量的分布列编码成一个函数，从整体上用分析手段
处理分布；

2. 通过求导可以计算期望、方差以及更高阶矩；

3. 对独立随机变量，和的母函数/矩母函数等于各自母函数/矩母函数之积，因此便于求
和的分布；
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4. 母函数特别适合处理递推关系、首次出现时间等问题；

5. 矩母函数在存在时常可用来刻画分布，并方便比较不同分布的矩。

【习题 3.35】 (对称随机游走与 Catalan数) 设 {Sn}n≥0为直线上的对称随机游走，S0 =

0，每一步以概率 1
2 向右走一步，以概率

1
2 向左走一步。求

P(S1 ≥ 0, S2 ≥ 0, . . . , S2n ≥ 0, S2n = 0).

解. 记

Cn := #{(S1, . . . , S2n) : Si ≥ 0, 1 ≤ i ≤ 2n, S2n = 0}, C0 = 1.

则所求概率为

P(S1 ≥ 0, S2 ≥ 0, . . . , S2n ≥ 0, S2n = 0) =
Cn

22n ,

因为每条长度为 2n的轨道出现的概率都等于 2−2n。

设这条轨道第一次回到原点的时刻是 2k，其中 1 ≤ k ≤ n。那么在时刻 1, 2, . . . , 2k − 1
必有 Si ≥ 1。把这一段轨道整体下移 1，便得到一条从 0 出发、长为 2k − 2、始终不低于
0、并在末时刻回到 0的轨道，因此这样的前段共有 Ck−1 条。第一次回到原点以后，后面的

2(n − k)步又是一条同类轨道，共有 Cn−k 条。所以

Cn =
n

∑
k=1

Ck−1Cn−k, n ≥ 1.

引入母函数

F(z) :=
∞

∑
n=0

Cnzn.

由上式得

F(z) = 1 +
∞

∑
n=1

n

∑
k=1

Ck−1Cn−kzn

= 1 + zF(z)2.

因此

zF(z)2 − F(z) + 1 = 0,

解得

F(z) =
1 −

√
1 − 4z

2z
,

这里取使 F(0) = 1的那一支。于是

Cn =
1

n + 1

(
2n
n

)
.

因此

P(S1 ≥ 0, S2 ≥ 0, . . . , S2n ≥ 0, S2n = 0) =
1

22n · 1
n + 1

(
2n
n

)
.
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【习题 3.36】 (25春,6) 设非常值随机变量 Xn 取值于 {0, 1, . . . , 2n}，其母函数G(z) =

E[zXn ]为 2n次多项式，且满足 Lee–Yang性质：复变量 z的方程 G(z) = 0的所有根均在单
位圆上。

1. 写出一个随机变量，其母函数具有 Lee–Yang性质。

2. 证明对所有非负整数 m，
E
[
(Xn − n)2m+1] = 0.

3. 令
X∗

n :=
Xn − E[Xn]√

Var(Xn)
,

证明

1 ≤ E
[
(X∗

n)
4] < 3.

解. (i)一个典型例子是二项分布

Xn ∼ Bin
(

2n,
1
2

)
.

此时

G(z) =
(

1 + z
2

)2n
,

它的全部零点都是 z = −1，位于单位圆上，因此满足 Lee–Yang性质。
(ii)设

Y := Xn − n.

由于 G的系数都是实数，且所有根都在单位圆上，因此这些根成共轭对出现，从而可写成

G(z) = λ
n

∏
k=1

(z2 − akz + 1), ak ∈ [−2, 2].

于是

MY(t) := E[etY] = e−ntG(et) = λ
n

∏
k=1

(
et + e−t − ak

)
.

右端是 t的偶函数，所以 MY(t)是偶函数。因而对一切非负整数 m，

E[Y2m+1] = M(2m+1)
Y (0) = 0.

也就是

E
[
(Xn − n)2m+1] = 0.

(iii)由上问取 m = 0可知
E[Xn] = n,

因此 Y = Xn − E[Xn]。
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记

MY(t) = E[etY], f (t) = log MY(t).

由于奇数阶矩都为零，

MY(t) = 1 +
E[Y2]

2
t2 +

E[Y4]

24
t4 + o(t4),

从而

f (t) =
E[Y2]

2
t2 +

E[Y4]− 3(E[Y2])2

24
t4 + o(t4).

另一方面，令 ck := 2 − ak ∈ (0, 4]，则

f (t) =
n

∑
k=1

log
(

ck + t2 +
t4

12
+ o(t4)

)
+ log λ,

故

log
(

ck + t2 +
t4

12
+ o(t4)

)
= log ck + log

(
1 +

t2

ck
+

t4

12ck
+ o(t4)

)
= log ck +

t2

ck
+

(
1

12ck
− 1

2c2
k

)
t4 + o(t4).

因此

f (t) = C +
n

∑
k=1

[
t2

ck
+

(
1

12ck
− 1

2c2
k

)
t4

]
+ o(t4),

其中 C为常数。又因为 0 < ck ≤ 4 < 6，所以

1
12ck

− 1
2c2

k
=

ck − 6
12c2

k
< 0.

若改写成四阶导数，则

f (4)(0) = 24
n

∑
k=1

(
1

12ck
− 1

2c2
k

)
=

n

∑
k=1

(
2
ck

− 12
c2

k

)
< 0.

因此 f (t)的 t4系数为负，故

E[Y4]− 3(E[Y2])2 < 0,

即

E[Y4] < 3(E[Y2])2.

标准化后得到

E
[
(X∗

n)
4] = E[Y4]

(E[Y2])2 < 3.

另一方面，由 Jensen不等式（或 Cauchy不等式）

E
[
(X∗

n)
4] ≥ (E[(X∗

n)
2]
)2

= 1.

综上，

1 ≤ E
[
(X∗

n)
4] < 3.
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2. 简单随机游走及其常见变式

请优先掌握讲义内的所有内容，可阅读前面作业讲解的部分，那几题都需要重点掌握。

一定要掌握课本定理2.5.2到定理2.5.5，考试时反射原理、投票定理都可以直接引用。

【习题 3.37】 (24秋,5) 在只有两位候选人的选举中，每张选票只投给其中一人且不能弃
票。已知最终计票结果为 T 有 α 张选票，H 有 β 张选票，其中 α ≥ β。若按随机顺序计票，

求计票过程中 T至多落后 H一票的概率。

解. 仿照前面的做法，构造随机游走，令

Xi =

1, 第 i票给 T,

−1, 第 i票给 H,
Sk =

k

∑
i=1

Xi.

则前 k张票计完后，T比 H多出的票数就是 Sk。题目要求的是

Sk ≥ −1, 1 ≤ k ≤ α + β.

现在在每一种计票次序最前面补上一张投给 T 的选票。这样便得到一个新的计票次序：
其中 T有 α + 1张票，H有 β张票，而且新序列的每一步满足

1 + Sk ≥ 0.

也就是说，原问题恰好化为：在新的选举中，T在计票过程中从不落后于 H。
反过来，任何一个“T 从不落后于 H”的新计票次序，第一票必为 T；删去这一票后，

就恢复为原问题中的一个合法次序。因此这是一个一一对应。

于是由投票定理（或上面习题2.5.2(2)的结论），合法次序数为

(α + 1)− β + 1
(α + 1) + 1

(
α + β + 1

α + 1

)
=

α − β + 2
α + 2

(
α + β + 1

α + 1

)
.

而原问题的总计票次序数为 (
α + β

α

)
.

故所求概率为

α − β + 2
α + 2

(α+β+1
α+1 )

(α+β
α )

=
α − β + 2

α + 2
· α + β + 1

α + 1
.

即

P(计票过程中 T至多落后 H一票) =
(α + β + 1)(α − β + 2)

(α + 1)(α + 2)
.
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3. 概率论与其他学科的交叉

【习题 3.38】 (25春,5) 概率论与线性代数的结合可能催生有趣的数学问题与方法，且看
一例。令Xn = (Xij)为 n × n矩阵，n2 个矩阵元 {Xij}为相互独立且同分布的对称伯努利随
机变量，即

P(Xij = 0) = P(Xij = 1) =
1
2

.

定义pn = P(det(Xn)为奇数)，试回答 (i)计算 p2, p3；(ii)猜测 pn 的一般公式并证明之。

解. 关键观察是：一个整数是奇数，当且仅当它模 2余 1。因此

det(Xn)为奇数 ⇐⇒ det(Xn) ̸≡ 0 (mod 2).

也就是说，把 Xn 看成 F2 = {0, 1}上的矩阵时，问题就变成了：

pn = P(Xn 在 F2上可逆).

现在从“行向量是否线性无关”来计算这个概率。把 Xn 的各行记为

R1, R2, . . . , Rn ∈ Fn
2 .

由于各个矩阵元独立且都以概率 1
2 取 0, 1，所以每个 Ri 都在 Fn

2 中等概率取值，并且彼此独

立。

第一行非零的概率为
2n − 1

2n = 1 − 2−n.

若前 k行已经线性无关，则它们张成的子空间有 2k 个向量，所以第 k + 1行落在这个子空间
外的条件概率为

2n − 2k

2n = 1 − 2k−n.

于是

pn =
n−1

∏
k=0

(
1 − 2k−n

)
=

n

∏
j=1

(
1 − 2−j

)
.

因此

p2 =

(
1 − 1

2

)(
1 − 1

4

)
=

3
8

,

p3 =

(
1 − 1

2

)(
1 − 1

4

)(
1 − 1

8

)
=

21
64

.

所以一般公式为

pn =
n

∏
j=1

(
1 − 1

2j

)
.
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【习题 3.39】 (20秋,4) 记对称群 Sn 为从 {1, 2, · · · , n} 到 {1, 2, · · · , n} 的所有一一映射
（共 n!个），从 Sn 中均匀等概率选取一个映射 σ，记其不动点数

X(σ) = |{k | σ(k) = k}| ,

对换数

Y(σ) = |{(i, j) | i < j, σ(i) = j, σ(j) = i}| .

1. 详细给出有关概率空间。

2. X, Y是否独立。

3. 计算 X的分布列。

4. 计算 E[Y]。

解. (1)概率空间可取为

Ω = Sn, F = 2Sn , P(A) =
|A|
n!

(A ⊂ Sn).

这里样本点就是一个排列 σ，而 X, Y都是定义在 Ω上的随机变量。
(2)当 n ≥ 2时，X, Y不独立。事实上，

P(X = n) =
1
n!

> 0,

而

P(Y > 0) > 0

因为例如排列 (1 2) 就有一个对换。另一方面，若 X = n，则 σ 只能是恒等排列，此时必有

Y = 0。所以
P(X = n, Y > 0) = 0 ̸= P(X = n)P(Y > 0).

故 X, Y不独立。
(3)对 k = 0, 1, . . . , n，先选出哪 k个点是不动点，有(

n
k

)
种选法。剩下的 n − k个点必须都不是不动点，因此对应的是一个错排。记 Dm 为 m个元素
的错排数，则

P(X = k) =
(n

k)Dn−k

n!
, k = 0, 1, . . . , n.

再由容斥原理，

Dm = m!
m

∑
j=0

(−1)j

j!
.

于是

P(X = k) =
1
k!

n−k

∑
j=0

(−1)j

j!
, k = 0, 1, . . . , n.
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这就是 X的分布列。
(4)对每个 1 ≤ i < j ≤ n，定义示性随机变量

Iij = 1{σ(i)=j, σ(j)=i}.

则

Y = ∑
1≤i<j≤n

Iij.

由期望的线性性，

E[Y] = ∑
1≤i<j≤n

E[Iij] = ∑
1≤i<j≤n

P(σ(i) = j, σ(j) = i).

固定一对 i < j后，使 σ(i) = j, σ(j) = i的排列共有 (n − 2)!个，所以

P(σ(i) = j, σ(j) = i) =
(n − 2)!

n!
=

1
n(n − 1)

.

因此

E[Y] =
(

n
2

)
1

n(n − 1)
=

1
2

.
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