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Chapter 1

第一次习题课

§ 1.1
习习习题题题1.1

【习题 1.1】 掷两枚均匀硬币，详细写出概率空间三要素。

证明. Ω = {(H, H), (H, T), (T, H), (T, T)}，F = 2Ω，P(A) =
|A|
4
。

【习题 1.2】 比较“掷 3次均匀骰子至少出现 1个 6点”和“掷 6次均匀骰子至少出现
2个 6点”的概率大小.

证明. P(掷 3次均匀骰子至少出现 1个 6点) = 1− (
5
6
)3，P(掷 6次均匀骰子至少出现 2个 6点) =

1 − (
5
6
)6 − 6 · 1

6
· (5

6
)5。比较知前者更大。

【习题 1.3】 设 F是σ-代数, A, B ∈ F,证明 A ∩ B, A \ B ∈ F。

证明. 由A ∩ B = (Ac ∪ Bc)c以及 A\B = A ∩ Bc即可。

【习题 1.4】 证明 Jordan公式。



1.1. 习题1.1

证明. 归纳，n=1时显然成立，那么：

P
( n⋃

i=1

Ai

)
=

n−1

∑
k=1

(−1)k−1 ∑
1≤i1<···<ik≤n−1

P(Ai1 ∩ · · · ∩ Aik) + P(An)

−
n−1

∑
k=1

(−1)k−1 ∑
1≤i1<···<ik≤n−1

P(Ai1 ∩ · · · ∩ Aik ∩ An)

=
n−1

∑
k=1

(−1)k−1 ∑
1≤i1<···<ik≤n−1

P(Ai1 ∩ · · · ∩ Aik) + P(An)

+
n−1

∑
k=1

(−1)k ∑
1≤i1<···<ik≤n−1

P(Ai1 ∩ · · · ∩ Aik ∩ An).

=
n−1

∑
k=1

(−1)k−1 ∑
1≤i1<···<ik<n

P(Ai1 ∩ · · · ∩ Aik) + P(An)

+
n

∑
k=2

(−1)k−1 ∑
1≤i1<···<ik=n

P(Ai1 ∩ · · · ∩ Aik).

= RHS

【习题 1.5】 证明|P(A)B)− P(A)P(B)| ≤ 1/4,并讨论等号成立的条件.
证明. 事实上是 Cov(1A, 1B) ≤

√
Var(1A)

√
Var(1B)取等条件是 Cauchy − schwarz的条

件，不过，我们也可以直接说明：不妨设 P(A) = x, P(B) = y.
从而

max{0, x + y − 1} ≤ P(A ∩ B) ≤ min{x, y}.

只需 P(A ∩ B)取最大值与最小值时均满足不等式即可.
不妨设 x ≤ y，从而：

0 ≤ x − xy = x(1 − y) ≤ x(1 − x) ≤ 1
4

.

P(A ∩ B)取最大值时不等式成立.
当 x + y ≤ 1时，min P(A ∩ B) = 0，此时：

0 < xy ≤ x(1 − x) ≤ 1
4

.

当 x + y ≥ 1时，min P(A ∩ B) = x + y − 1，此时：

|x + y − 1 − xy| = (1 − x)(1 − y).

且 (1 − x) + (1 − y) ≤ 1，由基本不等式，

(1 − x)(1 − y) ≤ 1
4

.

P(A ∩ B)取最小值时不等式成立.
综上，知原不等式成立，取等当且仅当

P(A) = P(B) =
1
2

, P(A ∩ B) =
1
2
或 0.
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1.2. 习题1.2

【习题 1.6】 设事件列 {Ak}∞
k=1满足 P(Ak) = 1, ∀k ∈ N∗. 证明

P

(
∞⋂

k=1

Ak

)
= 1.

证证证明明明. 考虑对立事件，由德摩根定律，

∞⋂
k=1

Ak 的对立事件为
∞⋃

k=1

Ac
k.

已知 P(Ak) = 1，故 P(Ac
k) = 0对每个 k ∈ N∗ 成立。由可列可加性，有

P

(
∞⋃

k=1

Ac
k

)
≤

∞

∑
k=1

P(Ac
k) = 0.

因此 P
(⋃∞

k=1 Ac
k
)
= 0，从而

1 ≥ P

(
∞⋂

k=1

Ak

)
= 1 − P

(
∞⋃

k=1

Ac
k

)
≥ 1 − 0 = 1.

§ 1.2
习习习题题题1.2

【习题 1.7】 掷 n次均匀硬币,事件 Aij记为第 i次投掷结果和第 j次投掷结果相同. 证明
事件{Aij, 1 ≤ i < j ≤ n}两两独立但不相互独立.。
证明.

P(Aij ∩ Akl) =

{
P(Aij)P(Akl) (i, j) ̸= (k, l)独立性

P(Xi = Xj = Xk) i ̸= j = k ̸= l, i ̸= l

而 P(Xi = Xj = Xk) = 2 × 1
8
=

1
2
× 1

2
= P(Xi = Xj)P(Xj = Xk)。但是对于多个事件，如

P(X1 = X2, X2 = X3, X3 = X1) =
1
4
，但是 P(X1 = X2)P(X2 = X3)P(X3 = X1) =

1
8
。

【习题 1.8】 对素数 p,取W = {1, 2, · · · , p}上的古典概型 (即选取每一点的概率相同). 若
事件 A与事件 B相互独立,则 A与 B中至少其一为∅或W.

证明. 如不然，假设A，B均不是空集或者全空间，但是满足 |A ∩ B|
p

=
|A||B|

p2 ，记 |A| =

a, |B| = b, |A ∩ B| = C，那么 pc = ab ⇒ p|ab ⇒ p|a或p|b。这就是题设条件。
【习题 1.9】 现共有 n个缸,其中第 r个缸中含有 r - 1个红球和 n-r个蓝色球. 随机选取

一个缸并不放回地取出两个球,试求以下事件的概率:(1)第 2个球是蓝色球;(2)在第 1个球是
蓝色球的前提下第 2个球是蓝色球.
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1.3. 习题1.3

证明.

P(第 2个球是蓝色球) =
n

∑
k=1

P(第 2个球是蓝色球|选择第k个罐子)P(选择第k个罐子)

=
n

∑
k=1

n − k
n(n − 1)

=
1
2

记 B1 = P(第一个是蓝球), B2 = P(第二个是蓝球)同样地：

P(B1) =
1
2

P(B1 ∩ B2) =
1
n

n

∑
r=1

(n − r)(n − r − 1)
(n − 1)(n − 2)

=
1
3

进而 P(B2|B1) =
2
3
。

【习题 1.10】 100名乘客登上一架正好有 100个座位的飞机,每名乘客对应一个座位.第
一位乘客先随机选择一个座位坐.第二位乘客如果自己的座位空着就坐自己的座位,否则就在
其他空余的座位中随机选择一个座位坐.第三位乘客如果自己的座位空着就坐自己的座位,否
则就在其他空余的座位中随机选择一个座位坐. 这个过程一直持续到所有的 100 名乘客都登
机为止. 求最后一名乘客坐自己的座位的概率.

证明. 如果1坐到自己的位置，那么n一定能坐到自己的位置。如果不然，假设1坐到k1位

置，那么2到k1 − 1都坐到原位。k1如果坐1位，n仍旧能坐回原位，如果k1坐k2位置，那么k1 +

1到 k2 − 1都坐回原位置。此时k2的选择影响和 k1是相同的。因此，关键的是X = {第一个坐到1或n位置的人}。
而X = k的条件下，选择1或者n的概率是相同的。那么：

P(n坐回原位) =
100

∑
k=1

P(n坐回原位|X = k)P(X = k) =
1
2

100

∑
k=1

P(X = k) =
1
2

§ 1.3
习习习题题题1.3

【习题 1.11】 甲、乙两个乒乓球运动员相互对决比赛,已知甲的胜率高于乙.现有两个备
选的竞赛规则:“3局 2胜制”或“5局 3胜制”. 试讨论哪一种竞赛规则对甲更有利.

证明. 三局两胜下，P(甲胜) = p2 + 2p2(1 − p)，五局三胜下P(甲胜) = p3 + (3
1)p3

1p2 +

(4
2)p3

1p2
2 = p3(10 − 15p + 6p2)。进而：

P(五局三胜)− P(三局二胜) = 3p2(p − 1)2(2p − 1)

在 p >
1
2
时大于0.

【习题 1.12】 小朋友ザ掷 n + 1枚均匀硬币,小朋友ゴ掷 n枚均匀硬币. 求ザ掷出硬币的
正面数比ゴ掷出硬币的正面数多的概率
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1.3. 习题1.3

证明. 记X1是掷 n枚硬币正面朝上的数量，X2是掷 1枚硬币正面朝上的数量,Y是ゴ掷 n
枚硬币正面朝上的数量，所求事件为A。考虑全概率公式：

P(A) =
1
2

P(X1 + X2 > Y|X2 = 1) +
1
2

P(X1 + X2 > Y|X2 = 0)

=
1
2

P(X1 > Y − 1) +
1
2

P(X1 > Y)

=
1
2
(P(X1 > Y) + P(X1 = Y)) +

1
2

P(X1 > Y)

= P(X1 > Y) +
1
2

P(X1 = Y)

由对称性

2P(A) = 2P(X1 > Y) + P(X1 = Y) = P(X1 > Y) + P(X1 = Y) + P(X1 < Y) = 1

进而为
1
2
。不过，你也可以直接计算：

P(A) =
n+1

∑
k=1

(
n + 1

k

)(
1
2

)n+1

·
k−1

∑
i=0

(
n
i

)(
1
2

)n

= 2−2n−1
n+1

∑
k=1

(
n + 1

k

) k−1

∑
i=0

(
n
i

)

= 2−2n−2

(
n+1

∑
k=1

(
n + 1

k

) k−1

∑
i=0

(
n
i

)
+

n+1

∑
k=1

(
n + 1

k

) k−1

∑
i=0

(
n
i

))

= 2−2n−2

(
n+1

∑
k=1

(
n + 1

k

) k−1

∑
i=0

(
n
i

)
+

n

∑
i=0

(
n
i

) n−i

∑
k=0

(
n + 1

k

))

= 2−2n−2

(
n+1

∑
k=1

(
n + 1

k

) k−1

∑
i=0

(
n
i

)
+

n

∑
j=0

(
n

n − j

) j

∑
k=0

(
n + 1

k

))

= 2−2n−2

(
n+1

∑
k=1

(
n + 1

k

) k−1

∑
i=0

(
n
i

)
+

n

∑
j=0

(
n
j

) j

∑
k=0

(
n + 1

k

))
= 2−2n−2 · 22n+1

=
1
2

倒数第二个等式是因为里面的求和是两人抛硬币的所有等可能结果的数量（前者是ザ比ゴ多，

后者是ゴ不比ザ少）。

【习题 1.13】 甲、乙两人轮流抛掷一枚均匀骰子.甲先掷,一直到掷出了 1点,交给乙掷,
而到乙掷出了1点,再交给甲掷,并如此一直下去. 求第 n次抛掷时由甲掷的概率.

证明. 记 an为第n次甲抛，bn为第n次乙抛那么：

an+1 =
5
6

an +
1
6

bn, bn+1 =
1
6

an +
5
6

bn, an + bn = 1, a1 = 1
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1.4. 习题1.4

递推公式为：an+1 =
2
3

an +
1
6

.即 an =
1
2
+

1
2
(

2
3
)n−1。

§ 1.4
习习习题题题1.4

【习题 1.14】 设 F(x), G(x) 是分布函数.(1) 对 0 ≤セ≤ 1, 证明セF(x) + (1 - セ)G(x),
F(x)G(x)是分布函数.(2)证明1 − {1 − F(x)}n , (F(x)− 1)e + exp{1 − F(x)}是分布函数
证明. 只需验证单调性，右连续性以及归一化三条性质即可。特别地1−{1− F(x)}n是n个

独立同分布随机变量最小次序的分布函数。设最小值设最小值 mn = min(X1, . . . , Xn)，则其

分布函数为

P(mn ≤ x) = 1 − P(mn > x) = 1 − P(X1 > x, . . . , Xn > x) = 1 − [1 − F(x)]n.

【习题 1.15】 设 X为随机变量,令函数 G(x) = P(X < x),证明 G(x)在 R上左连续,并用
G(x)来表示事件 {y≤ X≤ x}的概率.

证明. limn→∞ P(X < x − 1/n) = P (
⋃

n{X < x − 1/n}) = P(X < x)。这里用了概率
测度的连续性。P(X = x) = G(x + 0) − G(x)。因此{y ≤ X ≤ x} = {y ≤ X} − {X ≥
x}+ {X = x}，这就说明 P(y ≤ X ≤ x) = G(x + 0)− G(y)。

【习题 1.16】 设 X, Y是随机变量.(1)证明 min {X, Y }和 max {X, Y }也是随机变量.(2)
证明 |X|, X2也是随机变量

证明. 注意到： {min{X, Y} > x} = {X > x} ∩ {Y > x}， {max{X, Y} ≤ x} = {X ≤
x} ∩ {Y ≤ x}，{|X| ≤ x} = {−x ≤ X ≤ x}（x<0时为空集），{X2 ≤ x} = {−

√
x ≤ X ≤√

x}（x<0时为空集）即可。
【习题 1.17】 若随机变量 X的分布函数为 F(x) = A arctan x + B, x∈ R.求常数 A, B.

证明. 必要地： limx→+∞ F(x) =
Aπ

2
+ B = 1， limx→−∞ F(x) = −Aπ

2
+ B = 0。解

之： B =
1
2

, A = 1/π。

§ 1.5
问问问题题题

【习题 1.18】 证明 Bonferroni不等式：

P

(
n⋃

r=1

Ar

)
≥

n

∑
r=1

P(Ar)− ∑
1≤r<k≤n

P(Ar ∩ Ak).

证明. 考虑概率是示性函数的期望，即： E(1A(w)) = 1 · P(ω ∈ A) + 0 · P(ω ̸∈ A) =

P(A)。因此我们考虑 f (ω) = 1∪n
i=1 Ai，g(ω) = ∑n

i=1 1Ai − ∑1≤i<k≤n 1Ai∩Ak。记 r = |{ω :
ω ∈ Ai}|是给定 ω，在 {Ai}n

i=1中出现的次数，那么：

6



1.5. 问题

• r = 0时， f = g = 0

• r = 1时， f = g = 1

• r > 1时， f = 1，g = r − (r
2)

因此 f ≥ g。再对它们取期望，就能得到不等式。同样地，用这个方法，还能得到更一般地：
当 m为奇数时：

P

(
n⋃

r=1

Ar

)
≤

m

∑
k=1

(−1)k−1 ∑
1≤i1<···<ik≤n

P(Ai1 ∩ · · · ∩ Aik).

当 m为偶数时：

P

(
n⋃

r=1

Ar

)
≥

m

∑
k=1

(−1)k−1 ∑
1≤i1<···<ik≤n

P(Ai1 ∩ · · · ∩ Aik).

【习题 1.19】 对正整数集 Ω = {1, 2, · · · }，引入概率测度

P({n}) = 1
ζ(s) · ns , ζ(s) =

∞

∑
n=1

n−s, s > 1.

对正整数 q, Aq = {mq : m ∈ Ω}。
(1)对任意不同的素数 p1, p2, · · · , pt，证明 Ap1 , Ap2 , · · · , Apt 相互独立。

(2)用概率方法证明欧拉公式：

ζ(s) =
∞

∏
i=1

(
1 − 1

ps
i

)−1

.

其中所有素数 p1 < p2 < · · ·。
(3)在概率测度 P下，从所有正整数中独立地随机选取两数 a, b，证明 a, b互素的概率为

1
ζ(2s)

.

注注注.
+∞

∑
n=1

n−s

收敛保证了概率测度 P的良定。

证明. 由素数的最大公倍数的性质：

P(Ap1 ∩ Ap2 · · · ∩ Apt) = P(Ap1 p2···pt) =
1

ζ(s)∏t
i=1 ps

i
∑

1
ns =

t

∏
i=1

1
ps

i
=

t

∏
i=1

P(Api)

得到 Ap1 , Ap2 , · · · , Apt 相互独立。由此：

1
ζ(s)

= P({1}) = P(∩∞
i=1Ac

pi
) =

∞

∏
i=1

(1 − 1
ps

i
)
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1.5. 问题

最后，考虑X, Y是独立同上分布的随机变量，那么：

P(X,Y互素) = 1 − P(∪i(X ∈ Api ∩ Y ∈ Api))

= ∏
i

P(X ̸∈ Api ∩ Y ̸∈ Api)

= ∏
i
(1 − 1

p2s
i
)

=
1

ζ(2s)

【习题 1.20】 7. 定义实数 m为分布函数 F的中位数，若

F(m − 0) ≤ 1
2
≤ F(m).

证明分布函数至少有一个中位数，且中位数集合构成一个闭区间。

证明. 定义： a := sup{x : F(x) ≤ 1
2
}, b := inf{x : F(x) ≥ 1

2
}，claim：a ≤ b且

中位数集合 = [a, b]。

如果存在 b < c < a，那么：
1
2
≤ F(c) ≤ 1

2
。进而 a = b = c矛盾。对 ∀c ∈ [a, b]，满足：

F(c) ≥ 1
2

(c ≥ a)以及 F(c − 0) ≤ F(c) ≤ 1
2

(c ≤ b)。而对 c′ < a，如果 c′是中位数，那

么 F(c′) ≥ 1
2
，这说明 a > c′ ≥ b，不成立。同样地： c′′ > b也不是中位数。综上所述：

中位数集合 = [a, b]。
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Chapter 2

第二次习题课

§ 2.1
习习习题题题1.5

【习题2.1】 哪些函数是密度函数? 若是,求C及分布函数 F(x). (1) f (x) =

Cx−d, x > 1

0, x < 1
.

(2) f (x) = Ce−x−e−x
,−∞ < x < ∞.

解. (1)要使 f (x)成为密度函数，必须满足规范性
∫ ∞
−∞ f (x)dx = 1。

∫ ∞

1
Cx−ddx = lim

t→∞

[
C

1 − d
x1−d

]t

1

为了使广义积分收敛，必须要求 1 − d < 0，即 d > 1。此时积分值为 C
d−1。令

C
d−1 = 1，得

到 C = d − 1。此时，分布函数 F(x) 为：当 x ≤ 1 时，F(x) = 0。当 x > 1 时，F(x) =∫ x
1 (d − 1)t−ddt = 1 − x−(d−1)。

(2)验证规范性： ∫ ∞

−∞
Ce−x−e−x

dx

令 u = e−x，则 du = −e−xdx。当 x → −∞时 u → ∞；x → ∞时 u → 0。∫ 0

∞
Ce−u(−du) = C

∫ ∞

0
e−udu = C

要成为密度函数，必有 C = 1。其分布函数为：

F(x) =
∫ x

−∞
e−t−e−t

dt =
∫ ∞

e−x
e−udu = e−e−x

, −∞ < x < ∞

【习题 2.2】 设 U 为 (0, 1)上某概率空间上均匀分布, F为严格单调递增的分布函数,定
义新随机变量 Y = F−1(U), Y(ω) := F−1(U(ω)),证明 Y的分布函数为 F.



2.1. 习题1.5

证明. 已知 U ∼ U(0, 1)，且 F 为严格单调递增的分布函数，因此其反函数 F−1 存在且

也是严格单调递增的。求 Y = F−1(U)的分布函数 FY(y)：

FY(y) = P(Y ≤ y) = P(F−1(U) ≤ y)

因为 F严格单调递增，对不等式两边同时作用 F函数不改变不等号方向：

P(F−1(U) ≤ y) = P(U ≤ F(y))

由于 U 在 (0, 1) 上均匀分布，且对于任意实数 y，都有 0 ≤ F(y) ≤ 1。根据均匀分布的性
质：

P(U ≤ F(y)) = F(y)

即 FY(y) = F(y)，得证。

【习题 2.3】 设 (X, Y) 是取值整数值的随机向量,它们的联合分布列为 f (x, y). 证明对
x, y ∈ Z,有

f (x, y) = P(X ≥ x, Y ≤ y)− P(X ≥ x + 1, Y ≤ y)

− P(X ≥ x, Y ≤ y − 1) + P(X ≥ x + 1, Y ≤ y − 1).

并求掷 r次均匀骰子中最小值 Xmin和最大值 Xmax的联合分布列.
解. 第第第一一一部部部分分分：：：令事件 A = {X ≥ x, Y ≤ y}。该事件可以分解为：

{X ≥ x, Y ≤ y} = {X = x, Y ≤ y} ∪ {X ≥ x + 1, Y ≤ y}

这是两个互斥事件，因此：

P(X ≥ x, Y ≤ y) = P(X = x, Y ≤ y) + P(X ≥ x + 1, Y ≤ y)

整理得：P(X = x, Y ≤ y) = P(X ≥ x, Y ≤ y)− P(X ≥ x + 1, Y ≤ y) 同理，对于 y − 1，
有：

P(X = x, Y ≤ y − 1) = P(X ≥ x, Y ≤ y − 1)− P(X ≥ x + 1, Y ≤ y − 1)

又因为：

{X = x, Y ≤ y} = {X = x, Y = y} ∪ {X = x, Y ≤ y − 1}

所以：

f (x, y) = P(X = x, Y = y) = P(X = x, Y ≤ y)− P(X = x, Y ≤ y − 1)

将前面推导的两式代入上式，即得证所需等式。

第第第二二二部部部分分分：：： 对于掷 r 次骰子，Xmin ≥ i 且 Xmax ≤ j意味着 r 次掷出的点数全部落在区
间 [i, j]内。当 1 ≤ i ≤ j ≤ 6时，该区间共有 j − i + 1个可能的结果。

P(Xmin ≥ i, Xmax ≤ j) =
(

j − i + 1
6

)r

利用刚才证明的公式，求 f (i, j) = P(Xmin = i, Xmax = j)：当 1 ≤ i < j ≤ 6时：

f (i, j) =
(j − i + 1)r − 2(j − i)r + (j − i − 1)r

6r

10



2.1. 习题1.5

当 1 ≤ i = j ≤ 6时，由于必须每次都掷出 i：

f (i, i) =
1
6r

其余情况 f (i, j) = 0。

【习题 2.4】 二元函数

F(x, y) =

1 − e−x−y, x, y ≥ 0

0, 否则

是否为某随机向量 (X, Y) 的联合分布函数? 若是, 求出 X 和 Y 的分布函数, 若不是请说明理
由.

解. 不不不是是是。我们可以通过验证联合分布函数的“矩形不等式”性质（即分配给任意矩形
区域的概率必须非负）来证明。对于任意 x1 < x2, y1 < y2，必须满足：

P(x1 < X ≤ x2, y1 < Y ≤ y2) = F(x2, y2)− F(x1, y2)− F(x2, y1) + F(x1, y1) ≥ 0

取 x1 = 0, x2 = 1, y1 = 0, y2 = 1，代入给定的函数：

F(1, 1)− F(0, 1)− F(1, 0) + F(0, 0)

= (1 − e−2)− (1 − e−1)− (1 − e−1) + (1 − e0)

= 1 − e−2 − 1 + e−1 − 1 + e−1 + 0

= −1 + 2e−1 − e−2 = −(1 − e−1)2

因为 1 − e−1 ̸= 0，所以 −(1 − e−1)2 < 0。由于该区域的概率算出来为负数，违背了概率非
负性公理，因此它不不不是是是任何随机向量的联合分布函数。

【习题 2.5】 X1和 X2是两个独立的随机变量且有相同的分布函数 F(x). 记

U = max{X1, X2}, V = min{X1, X2},

(1)求 U和 V 的分布函数. (2)求 (U, V)的联合分布函数.
解. (1)求 U和 V 的分布函数：对于 U = max{X1, X2}：

FU(u) = P(U ≤ u) = P(X1 ≤ u, X2 ≤ u)

由独立性得：

FU(u) = P(X1 ≤ u)P(X2 ≤ u) = F(u)2

对于 V = min{X1, X2}：

FV(v) = P(V ≤ v) = 1 − P(V > v) = 1 − P(X1 > v, X2 > v)

由独立性得：

FV(v) = 1 − P(X1 > v)P(X2 > v) = 1 − (1 − F(v))2 = 2F(v)− F(v)2

11



2.1. 习题1.5

(2)求 (U, V)的联合分布函数： FU,V(u, v) = P(U ≤ u, V ≤ v)。由于 V ≤ U 是必然事
件：情情情形形形一一一：当 u ≤ v时，若 U ≤ u，则必有 V ≤ u ≤ v成立。

FU,V(u, v) = P(U ≤ u) = F(u)2

情情情形形形二二二：当 u > v时，使用事件的差集：

P(U ≤ u, V ≤ v) = P(U ≤ u)− P(U ≤ u, V > v)

其中，事件 {U ≤ u, V > v}等价于 {v < X1 ≤ u, v < X2 ≤ u}。由独立性：

P(v < X1 ≤ u, v < X2 ≤ u) = [F(u)− F(v)]2

因此：

FU,V(u, v) = F(u)2 − (F(u)− F(v))2 = 2F(u)F(v)− F(v)2

综上所述，(U, V)的联合分布函数为：

FU,V(u, v) =

F(u)2, u ≤ v

2F(u)F(v)− F(v)2, u > v

12



2.2. 习题1.6

§ 2.2
习习习题题题1.6

【习题 2.6】 对 (Borel可测)函数 g, h : R → R,若离散型随机变量 X, Y独立,不利用定
理 1.6.4而直接证明 g(X), h(Y)亦独立.

证明. 令 U = g(X), V = h(Y)。因为 X, Y是离散型随机变量，所以 U, V 也是离散型随
机变量。对于 U和 V 能取到的任意一对值 u和 v，根据定义有：

P(U = u, V = v) = P(g(X) = u, h(Y) = v) = P(X ∈ g−1(u), Y ∈ h−1(v))

其中 g−1(u) = {x | g(x) = u}， h−1(v) = {y | h(y) = v}。由于 X, Y相互独立，其联合概率
满足边缘概率的乘积：

P(X ∈ g−1(u), Y ∈ h−1(v)) = ∑
x∈g−1(u)

∑
y∈h−1(v)

P(X = x, Y = y)

= ∑
x∈g−1(u)

∑
y∈h−1(v)

P(X = x)P(Y = y)

=

 ∑
x∈g−1(u)

P(X = x)

 ∑
y∈h−1(v)

P(Y = y)


= P(X ∈ g−1(u))P(Y ∈ h−1(v))

= P(g(X) = u)P(h(Y) = v)

= P(U = u)P(V = v)

因此，g(X)与 h(Y)相互独立。

【习题 2.7】 设取值为正整数随机变量 X1, X2, X3相互独立,它们的分布列为

P(Xi = x) = (1 − pi)px−1
i , i = 1, 2, 3.

(1)证明

P(X1 < X2 < X3) =
(1 − p1)(1 − p2)p2p2

3
(1 − p2p3)(1 − p1p2p3)

.

(2)求 P(X1 ≤ X2 ≤ X3).
解. (1)证明：由于 X1, X2, X3相互独立，有：

P(X1 < X2 < X3) =
∞

∑
x1=1

∞

∑
x2=x1+1

∞

∑
x3=x2+1

P(X1 = x1)P(X2 = x2)P(X3 = x3)

先计算最内层的求和：
∞

∑
x3=x2+1

(1 − p3)px3−1
3 = px2

3

代入第二层求和：

∞

∑
x2=x1+1

(1 − p2)px2−1
2 px2

3 = (1 − p2)p3

∞

∑
x2=x1+1

(p2p3)
x2−1 = (1 − p2)p3

(p2p3)
x1

1 − p2p3

13



2.2. 习题1.6

代入最外层求和：

P(X1 < X2 < X3) =
∞

∑
x1=1

(1 − p1)px1−1
1

(1 − p2)p3(p2p3)
x1

1 − p2p3

=
(1 − p1)(1 − p2)p2p2

3
1 − p2p3

∞

∑
x1=1

(p1p2p3)
x1−1

=
(1 − p1)(1 − p2)p2p2

3
(1 − p2p3)(1 − p1p2p3)

得证。

(2)求 P(X1 ≤ X2 ≤ X3)：同理，改变求和的下界：

P(X1 ≤ X2 ≤ X3) =
∞

∑
x1=1

∞

∑
x2=x1

∞

∑
x3=x2

P(X1 = x1)P(X2 = x2)P(X3 = x3)

最内层求和：
∞

∑
x3=x2

(1 − p3)px3−1
3 = px2−1

3

第二层求和：
∞

∑
x2=x1

(1 − p2)px2−1
2 px2−1

3 = (1 − p2)
(p2p3)

x1−1

1 − p2p3

最外层求和：

P(X1 ≤ X2 ≤ X3) =
∞

∑
x1=1

(1 − p1)px1−1
1

(1 − p2)(p2p3)
x1−1

1 − p2p3

=
(1 − p1)(1 − p2)

1 − p2p3

∞

∑
x1=1

(p1p2p3)
x1−1

=
(1 − p1)(1 − p2)

(1 − p2p3)(1 − p1p2p3)

【习题 2.8】 设连续型随机变量 X1, X2, X3, X4, X5相互独立且有相同的分布函数 F,令

I = P(X1 < X2 < X3 < X4 < X5).

证明 I 与 F无关,并求 I 的值.
证明. 由于 X1, X2, X3, X4, X5 是相互独立且同分布的连续型随机变量，它们取值相等的

概率为 0。这 5个随机变量的大小排列共有 5! = 120种可能，且由对称性可知，每种排列出
现的概率是相等的。 X1 < X2 < X3 < X4 < X5只是这 120种排列中的特定一种。因此：

I = P(X1 < X2 < X3 < X4 < X5) =
1
5!

=
1

120

显然，该结果是一个常数，与具体的分布函数 F无关。
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2.2. 习题1.6

【习题 2.9】 在线段 [0, 1]上任意投掷 3个点,各个点独立且均服从均匀分布,求: (1)中间
点的分布函数. (2)最左边点和最右边点的联合密度.
解. 设这三个点的位置分别为 X1, X2, X3 ∼ U(0, 1)，且相互独立。将其排序得到次序统

计量 X(1) ≤ X(2) ≤ X(3)。

(1)中间点 X(2) 的分布函数：对于 x ∈ [0, 1]，中间点小于等于 x 等价于这三个点中至少
有 2个点小于等于 x。这等价于进行 3次独立的伯努利试验，每次成功的概率为 x。

F(2)(x) = P(X(2) ≤ x) =
(

3
2

)
x2(1 − x) +

(
3
3

)
x3 = 3x2 − 2x3

(当 x < 0时 F = 0；当 x > 1时 F = 1)
(2)最左边点与最右边点的联合密度：令 U = X(1), V = X(3)。对于 0 ≤ u ≤ v ≤ 1：

P(U > u, V ≤ v) = P(三个点均落在 (u, v]内) = (v − u)3

另一方面，利用联合分布函数：

P(U > u, V ≤ v) = P(V ≤ v)− P(U ≤ u, V ≤ v) = FV(v)− FU,V(u, v)

因此联合分布函数为 FU,V(u, v) = FV(v)− (v − u)3。对其求混合偏导数得到联合密度函数：

fU,V(u, v) =
∂2FU,V(u, v)

∂u∂v
=

∂2

∂u∂v
[−(v − u)3] =

∂

∂u
[−3(v − u)2] = 6(v − u)

所以，当 0 ≤ u ≤ v ≤ 1时，联合密度为 f (u, v) = 6(v − u)；其余区域为 0。
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2.3. 补充内容：机器学习基础

§ 2.3
补补补充充充内内内容容容：：：机机机器器器学学学习习习基基基础础础

1. 问题与动机

在机器学习的回归任务中，我们将特征（Feature）和标签（Label）分别抽象为同一概
率空间上的随机变量 X 和 Y。核心目标是寻找一个最优的预测函数 g(·)，使得预测值 g(X)

与真实值 Y之间的差异最小。
数学上，我们通常采用均方误差（Mean Squared Error, MSE）作为风险函数。为保证几

何结构良好，假设 Y 具有二阶矩（即 Y ∈ L2），且预测函数 g 满足 E[g(X)2] < ∞。寻找最
优预测模型即求解以下极值问题：

g∗ = arg min
g

E[(Y − g(X))2]

2. 最优预测的求解

我们将通过代数与几何两种视角证明：在均方误差准则下，最优预测函数正是条件期望，

即 g∗(X) = E[Y|X]。

视角一：代数配方法 利用期望的线性性质，我们在均方误差中“加上并减去”条件期望

E[Y|X]，进行配方展开：

E[(Y − g(X))2] = E
[
((Y − E[Y|X]) + (E[Y|X]− g(X)))2

]
= E[(Y − E[Y|X])2] + 2E[(Y − E[Y|X])(E[Y|X]− g(X))] + E[(E[Y|X]− g(X))2]

根据全期望公式（平滑定理），交叉项恒为 0：

E [E[(Y − E[Y|X])(E[Y|X]− g(X)) | X]] = E

(E[Y|X]− g(X))E[Y − E[Y|X] | X]︸ ︷︷ ︸
=0

 = 0

极值问题化简为：

E[(Y − g(X))2] = E[(Y − E[Y|X])2] + E[(E[Y|X]− g(X))2]

要使整体均方误差最小，必须让非负的第二项为 0，即最优预测为 g∗(X) = E[Y|X] (a.s.)。

视角二：几何投影法（Hilbert 空间） 既然同学们正在学习实分析与线性代数，我们可以

将概率论问题转化为泛函分析中的几何问题。所有满足二阶矩有限的随机变量构成了一个

Hilbert 空间 L2(Ω,F , P)。在该空间中，内积定义为 ⟨X, Y⟩ = E[XY]，距离的平方即均方
误差 ∥X − Y∥2 = E[(X − Y)2]。所有形如 g(X) 的可测函数构成了一个闭子空间 HX。求解

g∗(X)本质上是在HX 中寻找距离 Y最近的点 Ŷ。
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2.3. 补充内容：机器学习基础

第一步：距离最小等价于正交。

记误差向量为 e = Y − Ŷ。假设存在某个 V ∈ HX 使得 ⟨e, V⟩ ̸= 0。我们构造受微扰的预测
Ŷ + tV ∈ HX，其距离平方为：

f (t) = ∥Y − (Ŷ + tV)∥2 = ∥e − tV∥2 = ∥e∥2 − 2t⟨e, V⟩+ t2∥V∥2

这是一个关于 t的二次函数，在 t = 0处的导数为 f ′(0) = −2⟨e, V⟩ ̸= 0。这意味着我们总能
沿着梯度的反方向稍微移动一点（取充分小的 t），使得 f (t) < ∥e∥2，但这与 Ŷ 是最近点相
矛盾！因此，误差向量必须与子空间正交：⟨Y − Ŷ, V⟩ = 0。

第二步：条件期望即为正交投影。

令 Ŷ = E[Y|X]，我们验证其误差是否与任意 V = g(X)正交。同样利用平滑定理：

⟨Y − E[Y|X], g(X)⟩ = E[(Y − E[Y|X])g(X)] = E [g(X)(E[Y|X]− E[Y|X])] = 0

这从几何上严格证明了：条件期望 E[Y|X]就是 Y在由 X生成的信息空间上的正交投影。

3. 从概率到统计：现实世界中的预测

概率论与统计学的核心分界 在前文的推导中，我们得到了理论上的最优预测函数 g∗(x) =

E[Y | X = x]。请注意，计算条件期望需要完全知晓 X和 Y的联合概率分布。这正是概率论
的典型范式（正向演绎）：假设数据生成的底层物理法则（分布与参数）已知，去研究随机

变量的性质和最优解。

然而，在统计学与机器学习面临的现实问题中（逆向），真实的联合分布永远是个黑盒。

我们拥有的仅仅是从该分布中独立同分布（i.i.d.）采样得到的一组有限数据D = {(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)}。
我们只能利用这组样本训练出一个估计模型 f̂D(x)，去逼近那个未知的、完美的条件期望
f (x) = E[Y | X = x]。
既然训练集 D 是随机采样的，那么我们训练出来的模型 f̂D(x) 本质上也是一个随机变

量。评估一个机器学习模型的好坏，不仅要看它在某一个特定数据集上的表现，更要看它在

所有可能抽取的数据集上的“期望表现”。

4. Bias-Variance Decomposition

假设真实的客观规律为 Y = f (x) + ϵ，其中 f (x) = E[Y | X = x]是真实的最佳预测，ϵ

是不可预测的客观随机噪声，满足 E[ϵ] = 0且 Var(ϵ) = σ2。

对于给定的测试点 x，我们用基于随机数据集D训练出的模型 f̂ (x)去预测全新的观测值
Y。我们来考察这个预测过程的期望泛化误差（对所有可能的数据集 D和噪声 ϵ求期望）：

Err(x) = ED,ϵ

[
(Y − f̂ (x))2

]
为了看清误差的来源，我们使用数学中经典的“加一项减一项”配方技巧。在括号内同

时加上并减去模型预测的期望值 ED[ f̂ (x)]以及真实函数 f (x)：

Err(x) = E
[
( f (x) + ϵ − f̂ (x))2

]
= E

[(
( f (x)− E[ f̂ (x)]) + (E[ f̂ (x)]− f̂ (x)) + ϵ

)2
]
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2.3. 补充内容：机器学习基础

将其展开为三项平方和与三个交叉项。由于噪声 ϵ 独立于模型 f̂，且 E[ϵ] = 0；同时
E[E[ f̂ (x)]− f̂ (x)] = 0，所有的交叉乘积项在取期望后全部消掉（同学们可作为课后练习自
行验证正交性）。最终，误差被极其优美地分解为三个纯粹的部分：

Err(x) = ( f (x)− E[ f̂ (x)])2︸ ︷︷ ︸
偏差的平方 (Bias2)

+E
[
( f̂ (x)− E[ f̂ (x)])2

]
︸ ︷︷ ︸

方差 (Variance)

+ σ2︸︷︷︸
不可约误差 (Irreducible Error)

数学与物理直觉解读：

• 偏差 (Bias)：E[ f̂ (x)]− f (x)。衡量了我们模型的“平均预测”与“真实客观规律”之
间的距离。偏差大，说明模型本身表达能力不足（例如用线性方程去拟合非线性曲线），

这在机器学习中被称为欠拟合 (Underfitting)。

• 方差 (Variance)：Var( f̂ (x))。衡量了模型在不同训练集 D 之间跳跃的剧烈程度。方差
大，说明模型过于敏感，把某次采样中的偶然噪声也当成了规律学了进去，这被称为过

拟合 (Overfitting)。

• 不可约误差 (σ2)：这是客观世界固有的随机性（例如测量仪器的物理精度极限）。无论
你设计多么精妙的算法，均方误差都不可能低于这个下界 σ2。

在机器学习中，如果我们把模型变复杂，偏差会减小，但方差会急剧增大；反之亦然。

寻找最优模型的本质，就是在无穷维的函数空间中，寻找使得 Bias2 + Variance 达到极小的
平衡点。
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Chapter 3

第三次习题课

§ 3.1
习习习题题题2.1

【习题 3.1】 (2.1.1) 先掷一个均匀骰子，记下点数后再掷同样个数的均匀硬币，令 X 表
示正面朝上的硬币个数，求 X的分布列。

证明. 设掷骰子得到点数N，则X, N独立。 X的所有可能取值为0, 1, · · · , 6，且

P(X = x) =
6

∑
n=x

P(X = x | N = n)P(N = n)

=
1
6

6

∑
n=x

(
n
x

)
2−n

【习题 3.2】 (2.1.2) 微信朋友圈单位时间分享的讯息条数服从参数为 λ的泊松分布，若

在相邻时间间隔内新增讯息条数是相互独立的，求在两个单位的间隔时间内发现 k 条讯息的
概率。

证明. 记两个单位时间发送条数为X。

P(X = k) = ∑
m+n=k

λm

m!
e−λ λn

n!
e−λ =

λke−2λ

k!

k

∑
m=0

(
k
m

)
=

(2λ)ke−2λ

k!

【习题 3.3】 (2.1.3) 设离散型随机变量 X1, · · · , Xn相互独立且关于 0对称，即 Xi与−Xi

有相同的分布列。证明对任意 x ∈ R，

P(Sn ≥ x) = P(Sn ≤ −x),

其中

Sn = X1 + · · ·+ Xn.

若去掉相互独立这一条件，结论还一定成立吗？请说明理由。



3.2. 习题2.2

证明.
P(Sn ≥ x) = ∑

x1+···+xn≥x
P(X1 = x1, · · · , Xn = xn)

= ∑
x1+···+xn≥x

P(X1 = x1) · · ·P(Xn = xn)

= ∑
x1+···+xn≥x

P(X1 = −x1) · · ·P(Xn = −xn)

= ∑
x1+···+xn≤−x

P(X1 = x1, · · · , Xn = xn)

= P(Sn ≤ −x),

但若不独立，令n = 2，取以下分布，

P
(
(X1, X2) = (−1, 0)

)
= P

(
(X1, X2) = (0,−1)

)
= P

(
(X1, X2) = (1, 1)

)
=

1
3

.

则 X1, X2都服从 {−1, 0, 1}上的均匀分布，因而都关于 0对称，但

P(S2 ≥ 2) =
1
3
̸= 0 = P(S2 ≤ −2).

【习题 3.4】 (2.1.4) 随机变量 X 的分布列 P(X = xk) = pk, k = 1, 2, · · · , n, Shannon信
息熵定义为

H(X) = −
n

∑
k=1

pk ln pk.

给定 n，X服从什么样的分布时信息熵 H(X)最大？

证明. 由Jensen不等式，

H(X) = −
n

∑
k=1

pk log pk ≤ log n,

等号成立时，p1 = p2 = · · · = pn = 1
n，即为离散型均匀分布。

§ 3.2
习习习题题题2.2

【习题 3.5】 (2.2.1) 对 X ∼ B(n, p)，求 E[X3]。

证明. 设X = ∑n
k=1 Ik, I1, · · · , In i.i.d.是示性随机变量，且P(Ik = 1) = p，则

E(X3) = E

( n

∑
k=1

Ik

)3


= nE(I3
1) + 6

(
n
2

)
E(I2

1 I2) + 6
(

n
3

)
E(I1 I2 I3)

= n(n − 1)(n − 2)p3 + 3n(n − 1)p2 + np
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3.2. 习题2.2

【习题 3.6】 (2.2.2) 离散型随机变量 X的分布列

f (x) =


1

x(x + 1)
, x = 1, 2, · · · ,

0, 否则.

讨论实数 α取何值时 α阶矩（当 α非整数时称为分数阶矩）E[Xα] < +∞？

证明. 当α < 1时，

E[Xα] =
∞

∑
k=1

1
k1−α(k + 1)

≤
∞

∑
k=1

1
k2−α

< +∞;

当α ≥ 1时，

E[Xα] ≥
∞

∑
k=1

1
k + 1

= +∞.

故取值范围为α < 1。

【习题 3.7】 (2.2.3) 无人驾驶网约车是当今社会的科技结晶，设一辆无人驾驶网约车一
天内穿过的路口总数为 X，且

P(X = k) = (1 − p)k−1p, 0 < p < 1, k = 1, 2, · · · .

每个路口的红绿灯是独立工作的，该车在每个路口遇到红灯的概率是 p。
(1)求此出租车穿过路口总数的期望和方差。
(2)求此出租车一天内遇到红灯数的期望。

证明. 记 q = 1 − p，则由
∞

∑
k=0

qk =
1

1 − q

求导得
∞

∑
k=1

kqk−1 =
1

(1 − q)2 ,
∞

∑
k=2

k(k − 1)qk−2 =
2

(1 − q)3 .

于是

E[X] =
∞

∑
k=1

kpqk−1 = p · 1
(1 − q)2 =

1
p

.

又

E[X(X − 1)] =
∞

∑
k=2

k(k − 1)pqk−1 = pq
∞

∑
k=2

k(k − 1)qk−2 =
2q
p2 .

故

E[X2] = E[X(X − 1)] + E[X] =
2q
p2 +

1
p
=

2 − p
p2 ,

从而

Var(X) = E[X2]− E[X]2 =
2 − p

p2 − 1
p2 =

1 − p
p2 .
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3.2. 习题2.2

设一天内遇到红灯数为 Y，则在 X = n的条件下，Y | X = n ∼ B(n, p)，故

E[Y | X = n] = np.

于是

E[Y] = E
(
E[Y | X]

)
= pE[X] = 1.

【注 3.8】 上面的 X实际上服从参数为 p的几何分布。有结论（可直接引用）

E[X] =
1
p

, Var(X) =
1 − p

p2 .

【习题 3.9】 (2.2.4) 对非负整值随机变量 X，证明

E[X] =
∞

∑
n=0

P(X > n).

证明. 由 X ≥ 0且取整数值，

X =
∞

∑
n=0

1{X>n}.

两边取期望，并交换求和与期望，得

E[X] =
∞

∑
n=0

E
[
1{X>n}

]
=

∞

∑
n=0

P(X > n).

【注 3.10】 对非负实值随机变量 X，由

⌊X⌋ ≤ X ≤ ⌈X⌉

并对 ⌊X⌋, ⌈X⌉分别应用上题，可得

E[⌊X⌋] =
∞

∑
n=0

P(⌊X⌋ > n) =
∞

∑
n=1

P(X ≥ n),

E[⌈X⌉] =
∞

∑
n=0

P(⌈X⌉ > n) =
∞

∑
n=0

P(X > n).

故
∞

∑
n=1

P(X ≥ n) ≤ E[X] ≤
∞

∑
n=0

P(X > n).

这个不等式非常重要，它给出了随机变量数学期望的一个简单而且比较紧的估计。

【习题 3.11】 (2.2.6) 随机图模型 G(n, p)指 n个顶点 V = {1, 2, · · · , n}的图，两个顶点
以概率 p连边，且每两个顶点是否连边相互独立。顶点 i的度 Di 定义为与 i相连的边数。

(1)求 Di 的分布列与期望 E[Di]。

(2)若 X表示 G(n, p)中“三角形”个数，试求“三角形”期望数 E[X]和方差 Var(X)。
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3.3. 习题2.3

证明. 对固定顶点 i，Di 是其余 n − 1条边中出现的条数，故

Di ∼ B(n − 1, p), E[Di] = (n − 1)p.

记所有三角形的集合为 T，对每个 T ∈ T，记 IT 为“三角形 T出现”的示性函数，则

X = ∑
T∈T

IT, |T | =
(

n
3

)
.

于是

E[X] = ∑
T∈T

E[IT] =

(
n
3

)
p3.

再看方差，

Var(X) = ∑
T∈T

Var(IT) + 2 ∑
T<S

Cov(IT, IS).

其中

Var(IT) = p3(1 − p3).

若两个不同三角形没有公共边，则对应边集独立，协方差为 0；若共用两条边时，

E[IT IS] = p5, Cov(IT, IS) = p5 − p6 = p5(1 − p).

而共用一条边的三角形对数为 (
n
2

)(
n − 2

2

)
= 6

(
n
4

)
.

故

Var(X) =

(
n
3

)
p3(1 − p3) + 12

(
n
4

)
p5(1 − p).

§ 3.3
习习习题题题2.3

【习题 3.12】 (2.3.1) Daniel Bernoulli在 1769年描述了“扩散模型”：A瓶有 n个红球，
B瓶有 n个蓝球，每次从两瓶中各选一个球并相互交换。求进行 k次操作后 A瓶中的红球数
的期望。

证明. 对于A瓶初始的每一个球，先求第k次交换后仍在A瓶的概率pk，则p0 = 1，且

pk+1 =
n − 1

n
pk +

1
n
(1 − pk),

得

pk =

((
n − 2

n

)k
+ 1

)
· 1

2
,
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3.3. 习题2.3

因此对A瓶原来的n个球编号，第i个球第k次交换后在A瓶个数为Ii，则N = I1 + I2 + · · · +
In，

E(N) =
n

∑
i=1

E(Ii) = npk =
n
2

((
n − 2

n

)k
+ 1

)
.

【习题 3.13】 (2.3.2) 设 G = (V, E)是有限图，其中 V 是 G 的顶点集，E是 G 的边集。
对任意顶点集W 和任一边 e ∈ E，定义示性函数

1W(e) =

1, e连接W 和Wc,

0, 否则.

设

NW = ∑
e∈E

1W(e).

利用概率方法证明存在W ⊂ V 使得 NW ≥ |E|/2。

证明. 我们独立地取V的每个点，取每个点概率为1
2，记取出的顶点集W，随机变量N =

NW，则

E(NW) = ∑
e∈E

E(IW(e)) = |E| · 2
1
2

(
1 − 1

2

)
=

|E|
2

,

故存在一种取法使得NW ≥ |E|
2 。

【习题 3.14】 (2.3.3) 一个盒子里有标号为 1, 2, · · · , n的 n个球。现从中不放回地随机取
出 k个球并把它们的标号相加得到和数。求该和数的期望和方差。

证明. 记和数为 X，对每个 i = 1, 2, · · · , n，记

Ii = 1{第 i号球被取到},

则

X =
n

∑
i=1

iIi.

由于每个球被取到的概率都为 k
n，故

E(X) =
n

∑
i=1

iE(Ii) =
k
n

n

∑
i=1

i =
k(n + 1)

2
.

再求方差. 由
Var(X) =

n

∑
i=1

i2 Var(Ii) + 2 ∑
1≤i<j≤n

ij Cov(Ii, Ij),

先有

Var(Ii) =
k
n

(
1 − k

n

)
=

k(n − k)
n2 .

对i ̸= j，有

P(Ii = 1, Ij = 1) =
(n−2

k−2)

(n
k)

=
k(k − 1)
n(n − 1)

,
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3.3. 习题2.3

故

Cov(Ii, Ij) =
k(k − 1)
n(n − 1)

− k2

n2 = − k(n − k)
n2(n − 1)

.

于是

Var(X) =
k(n − k)

n2

n

∑
i=1

i2 − 2k(n − k)
n2(n − 1) ∑

1≤i<j≤n
ij

=
k(n − k)

n2 · n(n + 1)(2n + 1)
6

− k(n − k)
n2(n − 1)

( n

∑
i=1

i

)2

−
n

∑
i=1

i2


=

k(n − k)
n2 · n(n + 1)(2n + 1)

6
− k(n − k)

n2(n − 1)

[
n2(n + 1)2

4
− n(n + 1)(2n + 1)

6

]
=

k(n − k)(n + 1)
12

.

【习题 3.15】 (2.3.6) 设 n个向量 v1, v2, · · · , vn ∈ Rn 满足 |vi| ≤ 1, i = 1, 2, · · · , n。令

w =
n

∑
i=1

pivi, pi ∈ [0, 1].

利用概率方法证明存在 εi ∈ {0, 1}，使得∣∣∣∣∣ n

∑
i=1

εivi − w

∣∣∣∣∣ ≤
√

n
2

.

证明. 独立地取εi ∈ {0, 1}其中εi取1的概率为pi,考虑随机变量

X :=

∣∣∣∣∣ n

∑
i=1

εivi − w

∣∣∣∣∣
2

=
n

∑
i=1

(εi − pi)
2|vi|2 + 2 ∑

1≤i<j≤n
(εi − pi)(ε j − pj)vi · vj,

有

E[X] =
n

∑
i=1

E[(εi − pi)
2]|vi|2 + 2 ∑

1≤i<j≤n
E[(εi − pi)(ε j − pj)]vi · vj

=
n

∑
i=1

E[(εi − pi)
2]|vi|2 + 2 ∑

1≤i<j≤n
E(εi − pi)E(ε j − pj)vi · vj

=
n

∑
i=1

E[(εi − pi)
2]|vi|2

=
n

∑
i=1

pi(1 − pi)|vi|2

≤ n
4

,

故存在一种选取方式，使得X ≤ n
4，即∣∣∣∣∣ n

∑
i=1

εivi − w

∣∣∣∣∣ ≤
√

n
2

.

25



3.4. 习题2.4

§ 3.4
习习习题题题2.4

【习题 3.16】 (2.4.1) 证明条件期望的如下性质：
(1) E[aY + bZ | X] = aE[Y | X] + bE[Z | X], ∀a, b ∈ R。

(2)若 Y ≥ 0，则 E[Y | X] ≥ 0。
(3) E[1 | X] = 1。
(4)若 X与 Y相互独立，则 E[Y | X] = E[Y]。
(5) E[Yg(X) | X] = g(X)E[Y | X]，其中函数 g使得等式两边的表达式均有意义。

证明. 对任意满足 P(X = x) > 0的 x，按定义

E[Y | X = x] = ∑
y

yP(Y = y | X = x).

只需对每个这样的x分别证明。
(1)

E[aY + bZ | X = x] = ∑
y,z
(ay + bz)P(Y = y, Z = z | X = x)

= a ∑
y,z

yP(Y = y, Z = z | X = x) + b ∑
y,z

zP(Y = y, Z = z | X = x)

= aE[Y | X = x] + bE[Z | X = x].

(2)若 Y ≥ 0，则

E[Y | X = x] = ∑
y

yP(Y = y | X = x) ≥ 0.

(3)
E[1 | X = x] = 1.

(4)若 X与 Y相互独立，则

P(Y = y | X = x) = P(Y = y),

故

E[Y | X = x] = ∑
y

yP(Y = y) = E[Y].

(5)由于在条件 X = x下，g(X) = g(x)是常数，故

E[Yg(X) | X = x] = E[Yg(x) | X = x] = g(x)E[Y | X = x].

上面各式对任意 x都成立，故结论成立。

【习题 3.17】 (2.4.2) 设 X和 Y相互独立，分别服从参数为 λ1和 λ2的 Poisson分布。求
条件期望 E[X | X + Y]。
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3.4. 习题2.4

证明. 记 S = X + Y，则对 0 ≤ k ≤ n，

P(X = k | S = n) =
P(X = k, Y = n − k)

P(S = n)

=

λk
1e−λ1

k!
λn−k

2 e−λ2

(n − k)!
(λ1 + λ2)

ne−(λ1+λ2)

n!

=

(
n
k

)(
λ1

λ1 + λ2

)k ( λ2

λ1 + λ2

)n−k
.

故在 S = n条件下，X服从参数为
(

n,
λ1

λ1 + λ2

)
的二项分布，从而

E[X | S = n] = n
λ1

λ1 + λ2
.

即

E[X | X + Y] =
λ1

λ1 + λ2
(X + Y).

【习题 3.18】 (2.4.3) 设离散型随机变量 X, Y 的期望均为 0，方差均为 1，协方差为 ρ。

证明

E[max{X2, Y2}] ≤ 1 +
√

1 − ρ2.

证明. 注意到

max{X2, Y2} =
X2 + Y2 + |X2 − Y2|

2
=

X2 + Y2 + |X − Y||X + Y|
2

,

故

E[max{X2, Y2}] = 1 +
1
2

E[|X − Y||X + Y|].

由 Cauchy不等式，

E[|X − Y||X + Y|] ≤
√

E[(X − Y)2]E[(X + Y)2].

又

E[(X − Y)2] = Var(X − Y) = 1 + 1 − 2ρ = 2(1 − ρ),

E[(X + Y)2] = Var(X + Y) = 1 + 1 + 2ρ = 2(1 + ρ).

于是

E[|X − Y||X + Y|] ≤
√

2(1 − ρ) · 2(1 + ρ) = 2
√

1 − ρ2,

从而

E[max{X2, Y2}] ≤ 1 +
√

1 − ρ2.
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3.4. 习题2.4

【习题 3.19】 (2.4.5) 通常定义 Y 关于 X 的条件方差 Var(Y | X)为条件分布 Y | X 的方
差，由常用公式

Var(Y) = E[Y2]− E[Y]2,

我们也可直接定义，

Var(Y | X) = E[Y2 | X]− E[Y | X]2.

根据上述定义，证明

Var(Y) = E[Var(Y | X)] + Var(E[Y | X]).

证明. 由定义，

E[Var(Y | X)] = E[E[Y2 | X]]− E[E[Y | X]2].

而

E[E[Y2 | X]] = E[Y2], E[E[Y | X]] = E[Y].

故

E[Var(Y | X)] = E[Y2]− E[E[Y | X]2].

另一方面，

Var(E[Y | X]) = E[E[Y | X]2]− E[E[Y | X]]2 = E[E[Y | X]2]− E[Y]2.

两式相加即得

E[Var(Y | X)] + Var(E[Y | X]) = E[Y2]− E[Y]2 = Var(Y).

【习题 3.20】 (2.4.8) 2024年诺贝尔物理学奖授予 Hopfield和 Hinton，表彰他们利用人
工神经网络进行机器学习的基础性发现和发明。Hinton 在 Hopfield 网络想法基础上引入了
玻尔兹曼机：给定连接两点间权重 wij = wji, wii = 0，定义取值于 {0, 1}n 的 n维随机向量

X = (X1, · · · , Xn)

的联合概率

P(X = x) =
1

Zn
exp

{
∑

1≤i<j≤n
wijxixj + ∑

1≤i≤n
bixi

}
,

这里配分函数为

Zn = ∑
x∈{0,1}n

exp

{
∑

1≤i<j≤n
wijxixj + ∑

1≤i≤n
bixi

}
.

X(k) 表示 X去掉第 k个分量后的向量，试证明条件期望

E[Xk | X(k)] =
exp

{
bk + ∑i ̸=k wkiXi

}
1 + exp

{
bk + ∑i ̸=k wkiXi

} .
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3.5. 习题2.5

证明. 对任意给定的 x(k)，记

η = bk + ∑
i ̸=k

wkixi.

当 X(k) = x(k) 固定时，联合概率中与 xk 无关的部分可并入常数 C，从而

P(Xk = xk, X(k) = x(k)) = C exp{xkη}, xk = 0, 1.

于是

P(Xk = 1 | X(k) = x(k)) =
Ceη

C + Ceη =
eη

1 + eη .

又因为 Xk 只取 0, 1两个值，故

E[Xk | X(k) = x(k)] = P(Xk = 1 | X(k) = x(k)) =
eη

1 + eη .

即

E[Xk | X(k)] =
exp

{
bk + ∑i ̸=k wkiXi

}
1 + exp

{
bk + ∑i ̸=k wkiXi

} .

§ 3.5
习习习题题题2.5

【习题 3.21】 (2.5.1) 直线上简单随机游走

Sn =
n

∑
k=1

Xk, S0 = 0,

这里

P(Xi = 1) = p, P(Xi = −1) = 1 − p, 0 < p < 1.

求 E(Sn), Var(Sn), Cov(Sm, Sn), E[Sn | Sm].
证明. 先记

E(X1) = p − (1 − p) = 2p − 1, Var(X1) = 1 − (2p − 1)2 = 4p(1 − p).

因此

E(Sn) =
n

∑
k=1

E(Xk) = n(2p − 1),

Var(Sn) =
n

∑
k=1

Var(Xk) = 4np(1 − p).

又由独立性，

Cov(Sm, Sn) =
m

∑
i=1

n

∑
j=1

Cov(Xi, Xj) =
m∧n

∑
k=1

Var(Xk) = 4p(1 − p)(m ∧ n).
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最后求条件期望。

若 n ≥ m，则

Sn = Sm +
n

∑
k=m+1

Xk,

而后面这段与 Sm 独立，故

E[Sn | Sm] = Sm + (n − m)(2p − 1).

若 n ≤ m，则在给定 Sm 的条件下，X1, . . . , Xm 的地位完全对称，故

E[X1 | Sm] = · · · = E[Xm | Sm].

又
m

∑
k=1

E[Xk | Sm] = E

[
m

∑
k=1

Xk | Sm

]
= E[Sm | Sm] = Sm,

所以

E[Xk | Sm] =
Sm

m
, 1 ≤ k ≤ m.

从而

E[Sn | Sm] =
n

∑
k=1

E[Xk | Sm] =
n
m

Sm.

综上，

E[Sn | Sm] =


n
m

Sm, n ≤ m,

Sm + (n − m)(2p − 1), n ≥ m.

【习题 3.22】 (2.5.2) 在一次只有两个候选人的选举中，每次投票只投给一位候选人且不
能弃票。已知最后投票结果 A得 α张选票，B得 β张选票，且 α ≥ β，投票过程中出现的各

种情况可能性相同。

1. 求计票过程中出现两人票数相等的概率。

2. 证明计票过程中 A从不落后于 B的概率为

α − β + 1
α + 1

.

证明. 仿照课本例2.5.4，构造随机游走，令

Xi =

1, 第 i票给 A,

−1, 第 i票给 B,
Sk =

k

∑
i=1

Xi.

则前 k 张票计完后，A 比 B 多出的票数就是 Sk。每一种计票次序都对应一条从 (0, 0) 到
(α + β, α − β)的轨道，且这些轨道等可能；轨道总数为

Nα+β(0, α − β) =

(
α + β

α

)
.
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(1)“计票过程中出现两人票数相等”就是轨道在出发后再次经过 x轴。
若 α = β，则终点就在 x轴上，故所求概率为 1。
若 α > β，则其对立事件是“轨道不再过 x轴”，也就是计票过程中 A始终领先于 B。由

投票定理，

#{从 (0, 0)到 (α + β, α − β)不再过 x轴的轨道} =
α − β

α + β
Nα+β(0, α − β).

因此

P(出现票数相等) = 1 − α − β

α + β
=

2β

α + β
.

当 α = β时，此式也仍为 1。
(2)“A从不落后于 B”就是对一切 k都有 Sk ≥ 0。
把每一条这样的轨道最前面补上一条向上的边，就得到一条从 (0, 0) 到 (α + β + 1, α −

β + 1) 且不再过 x 轴的轨道；反过来，删去第一步也可恢复原轨道，所以这是一个一一对
应。

于是由投票定理，

#{A从不落后于 B的轨道} =
α − β + 1
α + β + 1

Nα+β+1(0, α − β + 1).

又

Nα+β+1(0, α − β + 1) =
(

α + β + 1
α + 1

)
,

故

#{A从不落后于 B的轨道} =
α − β + 1
α + β + 1

(
α + β + 1

α + 1

)
=

α − β + 1
α + 1

(
α + β

α

)
.

再除以总轨道数 (α+β
α )，得

P(A从不落后于 B) =
α − β + 1

α + 1
.

【习题 3.23】 (2.5.3) 直线上简单对称随机游走 Sn, S0 = 0。设

T = min{n ≥ 1 : Sn = 0}

为第一次回到出发点的时刻。证明

P(T = 2n) =
1

2n − 1

(
2n
n

)
2−2n,

并讨论 α取何值时 E[Tα] < ∞。
注注注. 可以利用 Stirling公式：n! ∼ nne−n

√
2πn。

证明. 显然 T只能取偶数。记

A+
n = {T = 2n, X1 = 1}, A−

n = {T = 2n, X1 = −1}.
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3.5. 习题2.5

由对称性，

P(T = 2n) = P(A+
n ) + P(A−

n ) = 2P(A+
n ).

现在来数满足 A+
n 的轨道。若 T = 2n且第一步走到 1，则

S1, S2, · · · , S2n−1 > 0, S2n = 0.

把这条轨道倒过来读，便得到一条从 (0, 0)到 (2n − 1, 1)且在出发后不再过 x 轴的轨道；反
过来也可以恢复原轨道，所以这是一个一一对应。

由投票定理，

#{满足 A+
n 的轨道} =

1
2n − 1

N2n−1(0, 1) =
1

2n − 1

(
2n − 1

n

)
.

每条长为 2n的轨道概率都是 2−2n，故

P(T = 2n) = 2 · 1
2n − 1

(
2n − 1

n

)
2−2n

=
1

2n − 1

(
2n
n

)
2−2n.

下面讨论 E[Tα]。由 Stirling公式，(
2n
n

)
∼ 4n

√
πn

,

从而

P(T = 2n) =
1

2n − 1

(
2n
n

)
2−2n ∼ 1

2
√

π
n−3/2.

因此

E[Tα] =
∞

∑
n=1

(2n)αP(T = 2n) ≍
∞

∑
n=1

nα−3/2.

而幂级数 ∑ nα−3/2收敛当且仅当

α − 3
2
< −1,

即

α <
1
2

.

故

E[Tα] < ∞ ⇐⇒ α <
1
2

.

【习题 3.24】 (2.5.4) 考虑一质点，它沿着按一个圆周排列的标以 0, 1, · · · , m的 m + 1个
节点移动。在每一步质点等概率按顺时针或逆时针方向移动至下一个位置。现在质点从 0出
发按上述规则移动，直到节点 1, 2, · · · , m均被访问过为止。

1. 证明质点以概率 1访问所有点 1, 2, · · · , m。
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2. 求最后一个被访问的节点是 i(1 ≤ i ≤ m)的概率。

证明. (1)对每个固定的 i ∈ {1, 2, · · · , m}，记Ai = {质点最终访问到节点 i}，再对每个
r ≥ 1，记

Br = {在第 (r − 1)m + 1, (r − 1)m + 2, · · · , rm步中，节点 i从未被访问}.

无论第 (r − 1)m 步末质点在哪个节点，总可以选定一个方向，使其在接下来的至多 m 步内
到达 i；这一特定走法的条件概率至少为 2−m。因此

P(Br |前 (r − 1)m步的一切结果) ≤ 1 − 2−m.

从而对任意 N ≥ 1，
P(B1 ∩ · · · ∩ BN) ≤ (1 − 2−m)N.

若 Ac
i 发生，则每一段长为 m的时间里都不会访问到 i，故对任意 N ≥ 1，

Ac
i ⊆ B1 ∩ · · · ∩ BN.

从而

P(Ac
i ) ≤ P(B1 ∩ · · · ∩ BN) ≤ (1 − 2−m)N.

令 N → ∞，得 P(Ai) = 1。这对每个 i = 1, 2, · · · , m都成立。由于只有有限个点，

P
( m⋂

i=1

Ai

)
= 1.

故质点以概率 1访问所有点 1, 2, · · · , m。
(2)设

pi = P(最后一个被访问的节点是 i), 1 ≤ i ≤ m.

由(1)知∑m
i=1 pi = 1。

对 2 ≤ i ≤ m − 1，对第一步用全概率公式：

pi =
1
2

P(第一步到 1后，最后一个被访问的是 i)

+
1
2

P(第一步到 m后，最后一个被访问的是 i).

若第一步走到 1，又最后一个被访问的是 i，则在到达 i 之前，节点 0 必已再次被访问；
否则质点不可能“跨过” i 去访问另一侧的节点。于是此时“最后一个被访问的是 i”这件
事，与“从 1出发，把其余 m个点都看作尚未访问时，最后一个被访问的是 i”是同一事件。
再把节点重标为

1 7→ 0, 2 7→ 1, · · · , m 7→ m − 1, 0 7→ m,

便回到原问题的同一形式，所以

P(第一步到 1后，最后一个被访问的是 i) = pi−1.
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同理，

P(第一步到 m后，最后一个被访问的是 i) = pi+1.

故

pi =
pi−1 + pi+1

2
, 2 ≤ i ≤ m − 1.

这说明 p1, · · · , pm 成等差数列。

再由关于节点 0的对称性，得 p1 = pm。而等差数列首末项相等，只能是常数列，故

p1 = p2 = · · · = pm.

结合 ∑m
i=1 pi = 1，即得

pi =
1
m

, 1 ≤ i ≤ m.

§ 3.6
习习习题题题2.6

【习题 3.25】 (2.6.1) 设 G1, G2是概率母函数，0 ≤ α ≤ 1。证明 G1G2和 αG1 + (1− α)G2

也是概率母函数。问
G(αs)
G(α)

是否依然是概率母函数？

证明. 设

Gi(s) =
∞

∑
n=0

p(i)n sn, p(i)n ≥ 0,
∞

∑
n=0

p(i)n = 1, i = 1, 2.

则

G1(s)G2(s) =
∞

∑
n=0

(
n

∑
k=0

p(1)k p(2)n−k

)
sn.

各项系数非负，且
∞

∑
n=0

n

∑
k=0

p(1)k p(2)n−k =

(
∞

∑
n=0

p(1)n

)(
∞

∑
n=0

p(2)n

)
= 1,

故 G1G2是概率母函数。

又

αG1(s) + (1 − α)G2(s) =
∞

∑
n=0

(
αp(1)n + (1 − α)p(2)n

)
sn,

其系数也都非负，且和为

∞

∑
n=0

(
αp(1)n + (1 − α)p(2)n

)
= α + (1 − α) = 1,

故 αG1 + (1 − α)G2也是概率母函数。

34



3.6. 习题2.6

再设

G(s) =
∞

∑
n=0

pnsn.

当 G(α) > 0时，
G(αs)
G(α)

=
∞

∑
n=0

pnαn

G(α)
sn.

其系数非负，且
∞

∑
n=0

pnαn

G(α)
=

G(α)

G(α)
= 1,

故它仍是概率母函数。特别地，当 α ∈ (0, 1]时总成立；若 α = 0，则只有在 G(0) > 0时该
式才有意义，此时它恒等于 1，也仍是概率母函数。

【习题 3.26】 (2.6.3) 设 X服从参数为 p (0 < p < 1)的几何分布，即

P(X = k) = (1 − p)k−1p, k = 1, 2, · · · ,

又设非负整值随机变量 Y的概率母函数为 G(s)，且 Y与 X独立。证明

P(X > Y) = G(1 − p).

证明. 由全概率公式和独立性，

P(X > Y) =
∞

∑
n=0

P(X > n, Y = n) =
∞

∑
n=0

P(X > n)P(Y = n).

而

P(X > n) =
∞

∑
k=n+1

(1 − p)k−1p = (1 − p)n.

故

P(X > Y) =
∞

∑
n=0

(1 − p)nP(Y = n) = G(1 − p).

【习题 3.27】 (2.6.4) 证明

G(x, y, z, w) =
1
8
(xyzw + xy + yz + zw + xw + yw + xz + 1)

是 4个两两独立、三三独立但不相互独立的随机变量的联合母函数。

证明. 由

G(x, y, z, w) =
1
8
(xyzw + xy + yz + zw + xw + yw + xz + 1)

可见各项系数都非负，且系数和为 1，故它确是某个四维随机向量的联合母函数。
对边缘母函数，有

GX(x) = G(x, 1, 1, 1) =
1 + x

2
,

35



3.7. 补充内容

其余三个也一样。

再看二维联合母函数，

GX,Y(x, y) = G(x, y, 1, 1) =
(1 + x)(1 + y)

4
= GX(x)GY(y).

由对称性，任意两个随机变量都独立。

再看三维联合母函数，

GX,Y,Z(x, y, z) = G(x, y, z, 1) =
(1 + x)(1 + y)(1 + z)

8
= GX(x)GY(y)GZ(z).

由对称性，任意三个随机变量也都独立。

但若四个随机变量相互独立，则其联合母函数应为

GX(x)GY(y)GZ(z)GW(w) =
(1 + x)(1 + y)(1 + z)(1 + w)

16
,

这显然不等于 G(x, y, z, w)，例如右边含有 x项而左边没有，故它们不相互独立。

§ 3.7
补补补充充充内内内容容容

课程拾遗

【定理 3.28】 (分布函数的刻画) 设 F : R → R是一个函数，则 F是某个随机变量的分布
函数，当且仅当它满足以下三个性质：

1. 单单单调调调不不不减减减性性性：对于任意 x1 < x2，有 F(x1) ≤ F(x2)；

2. 右右右连连连续续续性性性：对于任意 x ∈ R，有 limy→x+ F(y) = F(x)；

3. 规规规范范范性性性：limx→−∞ F(x) = 0，且 limx→+∞ F(x) = 1。

证明. 必要性略。下面证明充分性。
设 F满足以上三条性质。取一个服从 U(0, 1)的随机变量 U，定义

X = inf{t ∈ R : F(t) ≥ U}.

由 limx→−∞ F(x) = 0与 limx→+∞ F(x) = 1可知，上面的集合非空且有下界，因此 X的定义
是有意义的。

对任意 x ∈ R，若 U ≤ F(x)，则 x ∈ {t : F(t) ≥ U}，从而 X ≤ x。故

{U ≤ F(x)} ⊆ {X ≤ x}.

反过来，若 X ≤ x，则对每个 n ≥ 1都可取某个 tn < x + 1
n 使得 F(tn) ≥ U。由 F单调

不减，

U ≤ F(tn) ≤ F
(

x +
1
n

)
.
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令 n → ∞，再用 F的右连续性，就得 U ≤ F(x)。因此

{X ≤ x} ⊆ {U ≤ F(x)}.

于是

{X ≤ x} = {U ≤ F(x)},

从而

P(X ≤ x) = P(U ≤ F(x)) = F(x).

所以 F正是随机变量 X的分布函数。

好题共赏

【习题 3.29】 (简单随机游走的吸收时间) 设 {Sn}n≥0 是状态空间 {0, 1, . . . , L}上的简单
随机游走，且 0与 L都是吸收态。若 S0 = 1，求在第 n步恰好被吸收的概率。

证明. 记吸收时刻为
τ = inf{n ≥ 0 : Sn ∈ {0, L}}.

对 x = 1, 2, . . . , L − 1，记
P(x, n) = P(Sn = x, τ > n),

则

P(x, n) =
1
2

P(x − 1, n − 1) +
1
2

P(x + 1, n − 1),

并满足边界条件

P(0, n) = P(L, n) = 0,

以及初值

P(x, 0) = 1{x=1}.

由于边界为零，对空间变量作正弦展开

P(x, n) =
L−1

∑
m=1

am(n) sin
mπx

L
,

代入递推式得

am(n) = am(n − 1) cos
mπ

L
,

故

am(n) = am(0) cosn mπ

L
.

再由初值可得

am(0) =
2
L

sin
mπ

L
.

于是

P(x, n) =
L−1

∑
m=1

2
L

sin
mπ

L
cosn mπ

L
sin

mπx
L

.
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从而

P(τ > n) =
L−1

∑
x=1

P(x, n),

所以

P(τ = n) = P(τ > n − 1)− P(τ > n).

这就把题目化成了上面的显式表达式。

【注 3.30】 若从任意初始位置 i ∈ {1, 2, . . . , L − 1}出发，只需把初值改成

P(x, 0) = 1{x=i},

其余推导完全相同。

【习题 3.31】 (首次连续成功的分布) 设独立重复掷一枚硬币，每次出现正面的概率为 p，
反面的概率为 q = 1 − p。记 N 为首次连续 m 次出现正面所需的抛掷次数，求 N 的生成函
数。

证明. 记
Pn = P(N = n), n ≥ m.

显然

Pn = 0 (n < m), Pm = pm.

对 n > m，按前 m次中第一次出现反面的位置分类，可得递推

Pn = q
m

∑
k=1

pk−1Pn−k, n > m.

设生成函数

G(z) =
∞

∑
n=m

Pnzn.

对上式求和得

G(z)− pmzm = q
∞

∑
n=m+1

m

∑
k=1

pk−1Pn−kzn.

整理得

G(z)− pmzm = qz
(
1 + pz + · · ·+ (pz)m−1)G(z).

于是

G(z) =
pmzm

1 − qz
(
1 + pz + · · ·+ (pz)m−1

) .

再用等比数列求和公式

1 + pz + · · ·+ (pz)m−1 =
1 − (pz)m

1 − pz
,

化简得

G(z) =
(pz)m(1 − pz)

1 − z + qpmzm+1 .

这就是 N的生成函数。
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3.8. 期中复习

§ 3.8
期期期中中中复复复习习习

复习建议是：是把书上的概念、作业里的题型，以及反复讲过的方法重新理一遍。大体

上可以按“概念→作业→典型难点”这条线来复习。

一、基本概念

考试里最容易失分的，往往不是最难的计算，而是概念模糊、定义写不清楚、性质不会

用。下面这些内容至少要做到“能自己说清楚定义，能判断一道题该用哪个概念”：

1. 概率空间三要素：样本空间、事件域、概率测度；

2. 随机变量与分布函数的定义，以及分布函数的基本性质；

3. 离散型与连续型随机变量，分布列、密度函数、分布函数之间的关系；

4. 二维随机变量的联合分布、边缘分布、条件分布、独立性；

5. 数学期望、方差、协方差、相关系数的定义与基本性质；

6. 条件期望的含义，以及“先条件、后取期望”的思想；

7. 常见分布的特点：Bernoulli，Binomial，Geometric，Poisson。

【注 3.32】 这一部分建议大家不要只“看着眼熟”，而要真的能脱离讲义自己复述出

来。尤其是“什么叫独立”“什么叫条件期望”“什么叫分布函数”，最好都能用一句完整的

话说明白。

举两例：

【习题 3.33】 (24秋,1) 掷两枚均匀硬币，详细写出概率空间三要素，并说明其上存在两
个独立的随机变量。

解. 可以取
Ω = {HH, HT, TH, TT},

其中第一个字母表示第一枚硬币的结果，第二个字母表示第二枚硬币的结果。事件域取为

F = 2Ω,

概率测度 P由

P({ω}) = 1
4

, ω ∈ Ω

给出。

这就写出了概率空间三要素 (Ω,F , P)。
再定义两个随机变量

X = 1{第一枚硬币为正面}, Y = 1{第二枚硬币为正面}.
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则 X, Y都只取 0, 1两个值，且

P(X = 1) = P(Y = 1) =
1
2

.

进一步，

P(X = i, Y = j) =
1
4
= P(X = i)P(Y = j), i, j ∈ {0, 1}.

所以 X与 Y相互独立。

【习题 3.34】 (19秋,2) 在 [0, 1]上给出一个概率空间，并问

A1 = [a1, b1], A2 = [a2, b2]

何时独立？

解. 取
Ω = [0, 1], F = B([0, 1]), P = µ,

其中 µ表示 [0, 1]上由区间长度给出的 Borel概率测度，即对任意闭区间 [a, b] ⊂ [0, 1]有

P([a, b]) = b − a.

记

ℓ1 = b1 − a1, ℓ2 = b2 − a2.

则 A1, A2独立当且仅当

P(A1 ∩ A2) = P(A1)P(A2) = ℓ1ℓ2.

不妨设 a1 ≤ a2。

(1)若 b1 ≤ a2，则两区间至多在一个点相交，所以

P(A1 ∩ A2) = 0.

此时独立当且仅当 ℓ1ℓ2 = 0，也就是至少有一个区间退化成一点。
(2)若 a2 ≤ b2 ≤ b1，则 A2 ⊂ A1，于是

P(A1 ∩ A2) = P(A2) = ℓ2.

独立要求

ℓ2 = ℓ1ℓ2,

所以或者 ℓ2 = 0，或者 ℓ1 = 1。也就是说，或者 A2是单点，或者 A1 = [0, 1]。
(3)若 a2 < b1 < b2，则是部分重叠但互不包含。记

x = a2 − a1, y = b1 − a2, z = b2 − b1,

则 x, y, z > 0，并且

ℓ1 = x + y, ℓ2 = y + z, P(A1 ∩ A2) = y.

若独立，则应有

y = (x + y)(y + z) = y2 + y(x + z) + xz > y,

矛盾。因此这种情形不可能独立。

综上，在这个概率空间上，两个闭区间独立当且仅当至少有一个区间的概率是 0 或 1；
也就是说，至少有一个区间要么退化成单点，要么就是整个 [0, 1]。
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二、作业回顾

作业题本身就是最重要的复习资料。很多考点会以相似(甚至相同)形式反复出现，所以
必须所有的作业题都会做。

其中建议重点回看的例子包括：

1. 若 X, Y独立，且 X ∼ Poisson(λ1)，Y ∼ Poisson(λ2)，求

E[X | X + Y].

2. 若 N ∼ Poisson(λ)，在给定 N的条件下抛 N次硬币，设得到的正面数为 X，求

E[N | X].

3. 设直线上简单随机游走

Sn =
n

∑
k=1

Xk, S0 = 0,

其中

P(Xi = 1) = p, P(Xi = −1) = 1 − p, 0 < p < 1.

对 m ≤ n，求
Cov(Sn, Sm) 与 Var(Sn | Sm).

需要掌握的方法和技术有：

1. Cauchy不等式，以及它在估计、证方差非负、控制期望量级中的基本用法；

2. Markov不等式，以及由“期望控制尾概率”这一思路出发的简单估计；

3. 全期望公式(“匿名统计学家公式”)；

4. 随机变量拆成示性 r.v. 之和，方便期望、方差甚至高阶矩计算。

三、典例分析

1. 母函数与矩母函数

母函数/矩母函数的作用：

1. 普通母函数可以把非负整值随机变量的分布列编码成一个函数，从整体上用分析手段
处理分布；

2. 通过求导可以计算期望、方差以及更高阶矩；

3. 对独立随机变量，和的母函数/矩母函数等于各自母函数/矩母函数之积，因此便于求
和的分布；
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4. 母函数特别适合处理递推关系、首次出现时间等问题；

5. 矩母函数在存在时常可用来刻画分布，并方便比较不同分布的矩。

【习题 3.35】 (对称随机游走与 Catalan数) 设 {Sn}n≥0为直线上的对称随机游走，S0 =

0，每一步以概率 1
2 向右走一步，以概率

1
2 向左走一步。求

P(S1 ≥ 0, S2 ≥ 0, . . . , S2n ≥ 0, S2n = 0).

解. 记

Cn := #{(S1, . . . , S2n) : Si ≥ 0, 1 ≤ i ≤ 2n, S2n = 0}, C0 = 1.

则所求概率为

P(S1 ≥ 0, S2 ≥ 0, . . . , S2n ≥ 0, S2n = 0) =
Cn

22n ,

因为每条长度为 2n的轨道出现的概率都等于 2−2n。

设这条轨道第一次回到原点的时刻是 2k，其中 1 ≤ k ≤ n。那么在时刻 1, 2, . . . , 2k − 1
必有 Si ≥ 1。把这一段轨道整体下移 1，便得到一条从 0 出发、长为 2k − 2、始终不低于
0、并在末时刻回到 0的轨道，因此这样的前段共有 Ck−1 条。第一次回到原点以后，后面的

2(n − k)步又是一条同类轨道，共有 Cn−k 条。所以

Cn =
n

∑
k=1

Ck−1Cn−k, n ≥ 1.

引入母函数

F(z) :=
∞

∑
n=0

Cnzn.

由上式得

F(z) = 1 +
∞

∑
n=1

n

∑
k=1

Ck−1Cn−kzn

= 1 + zF(z)2.

因此

zF(z)2 − F(z) + 1 = 0,

解得

F(z) =
1 −

√
1 − 4z

2z
,

这里取使 F(0) = 1的那一支。于是

Cn =
1

n + 1

(
2n
n

)
.

因此

P(S1 ≥ 0, S2 ≥ 0, . . . , S2n ≥ 0, S2n = 0) =
1

22n · 1
n + 1

(
2n
n

)
.
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【习题 3.36】 (25春,6) 设非常值随机变量 Xn 取值于 {0, 1, . . . , 2n}，其母函数G(z) =

E[zXn ]为 2n次多项式，且满足 Lee–Yang性质：复变量 z的方程 G(z) = 0的所有根均在单
位圆上。

1. 写出一个随机变量，其母函数具有 Lee–Yang性质。

2. 证明对所有非负整数 m，
E
[
(Xn − n)2m+1] = 0.

3. 令
X∗

n :=
Xn − E[Xn]√

Var(Xn)
,

证明

1 ≤ E
[
(X∗

n)
4] < 3.

解. (i)一个典型例子是二项分布

Xn ∼ Bin
(

2n,
1
2

)
.

此时

G(z) =
(

1 + z
2

)2n
,

它的全部零点都是 z = −1，位于单位圆上，因此满足 Lee–Yang性质。
(ii)设

Y := Xn − n.

由于 G的系数都是实数，且所有根都在单位圆上，因此这些根成共轭对出现，从而可写成

G(z) = λ
n

∏
k=1

(z2 − akz + 1), ak ∈ [−2, 2].

于是

MY(t) := E[etY] = e−ntG(et) = λ
n

∏
k=1

(
et + e−t − ak

)
.

右端是 t的偶函数，所以 MY(t)是偶函数。因而对一切非负整数 m，

E[Y2m+1] = M(2m+1)
Y (0) = 0.

也就是

E
[
(Xn − n)2m+1] = 0.

(iii)由上问取 m = 0可知
E[Xn] = n,

因此 Y = Xn − E[Xn]。
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记

MY(t) = E[etY], f (t) = log MY(t).

由于奇数阶矩都为零，

MY(t) = 1 +
E[Y2]

2
t2 +

E[Y4]

24
t4 + o(t4),

从而

f (t) =
E[Y2]

2
t2 +

E[Y4]− 3(E[Y2])2

24
t4 + o(t4).

另一方面，令 ck := 2 − ak ∈ (0, 4]，则

f (t) =
n

∑
k=1

log
(

ck + t2 +
t4

12
+ o(t4)

)
+ log λ,

故

log
(

ck + t2 +
t4

12
+ o(t4)

)
= log ck + log

(
1 +

t2

ck
+

t4

12ck
+ o(t4)

)
= log ck +

t2

ck
+

(
1

12ck
− 1

2c2
k

)
t4 + o(t4).

因此

f (t) = C +
n

∑
k=1

[
t2

ck
+

(
1

12ck
− 1

2c2
k

)
t4

]
+ o(t4),

其中 C为常数。又因为 0 < ck ≤ 4 < 6，所以

1
12ck

− 1
2c2

k
=

ck − 6
12c2

k
< 0.

若改写成四阶导数，则

f (4)(0) = 24
n

∑
k=1

(
1

12ck
− 1

2c2
k

)
=

n

∑
k=1

(
2
ck

− 12
c2

k

)
< 0.

因此 f (t)的 t4系数为负，故

E[Y4]− 3(E[Y2])2 < 0,

即

E[Y4] < 3(E[Y2])2.

标准化后得到

E
[
(X∗

n)
4] = E[Y4]

(E[Y2])2 < 3.

另一方面，由 Jensen不等式（或 Cauchy不等式）

E
[
(X∗

n)
4] ≥ (E[(X∗

n)
2]
)2

= 1.

综上，

1 ≤ E
[
(X∗

n)
4] < 3.
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2. 简单随机游走及其常见变式

请优先掌握讲义内的所有内容，可阅读前面作业讲解的部分，那几题都需要重点掌握。

一定要掌握课本定理2.5.2到定理2.5.5，考试时反射原理、投票定理都可以直接引用。

【习题 3.37】 (24秋,5) 在只有两位候选人的选举中，每张选票只投给其中一人且不能弃
票。已知最终计票结果为 T 有 α 张选票，H 有 β 张选票，其中 α ≥ β。若按随机顺序计票，

求计票过程中 T至多落后 H一票的概率。

解. 仿照前面的做法，构造随机游走，令

Xi =

1, 第 i票给 T,

−1, 第 i票给 H,
Sk =

k

∑
i=1

Xi.

则前 k张票计完后，T比 H多出的票数就是 Sk。题目要求的是

Sk ≥ −1, 1 ≤ k ≤ α + β.

现在在每一种计票次序最前面补上一张投给 T 的选票。这样便得到一个新的计票次序：
其中 T有 α + 1张票，H有 β张票，而且新序列的每一步满足

1 + Sk ≥ 0.

也就是说，原问题恰好化为：在新的选举中，T在计票过程中从不落后于 H。
反过来，任何一个“T 从不落后于 H”的新计票次序，第一票必为 T；删去这一票后，

就恢复为原问题中的一个合法次序。因此这是一个一一对应。

于是由投票定理（或上面习题2.5.2(2)的结论），合法次序数为

(α + 1)− β + 1
(α + 1) + 1

(
α + β + 1

α + 1

)
=

α − β + 2
α + 2

(
α + β + 1

α + 1

)
.

而原问题的总计票次序数为 (
α + β

α

)
.

故所求概率为

α − β + 2
α + 2

(α+β+1
α+1 )

(α+β
α )

=
α − β + 2

α + 2
· α + β + 1

α + 1
.

即

P(计票过程中 T至多落后 H一票) =
(α + β + 1)(α − β + 2)

(α + 1)(α + 2)
.
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3. 概率论与其他学科的交叉

【习题 3.38】 (25春,5) 概率论与线性代数的结合可能催生有趣的数学问题与方法，且看
一例。令Xn = (Xij)为 n × n矩阵，n2 个矩阵元 {Xij}为相互独立且同分布的对称伯努利随
机变量，即

P(Xij = 0) = P(Xij = 1) =
1
2

.

定义pn = P(det(Xn)为奇数)，试回答 (i)计算 p2, p3；(ii)猜测 pn 的一般公式并证明之。

解. 关键观察是：一个整数是奇数，当且仅当它模 2余 1。因此

det(Xn)为奇数 ⇐⇒ det(Xn) ̸≡ 0 (mod 2).

也就是说，把 Xn 看成 F2 = {0, 1}上的矩阵时，问题就变成了：

pn = P(Xn 在 F2上可逆).

现在从“行向量是否线性无关”来计算这个概率。把 Xn 的各行记为

R1, R2, . . . , Rn ∈ Fn
2 .

由于各个矩阵元独立且都以概率 1
2 取 0, 1，所以每个 Ri 都在 Fn

2 中等概率取值，并且彼此独

立。

第一行非零的概率为
2n − 1

2n = 1 − 2−n.

若前 k行已经线性无关，则它们张成的子空间有 2k 个向量，所以第 k + 1行落在这个子空间
外的条件概率为

2n − 2k

2n = 1 − 2k−n.

于是

pn =
n−1

∏
k=0

(
1 − 2k−n

)
=

n

∏
j=1

(
1 − 2−j

)
.

因此

p2 =

(
1 − 1

2

)(
1 − 1

4

)
=

3
8

,

p3 =

(
1 − 1

2

)(
1 − 1

4

)(
1 − 1

8

)
=

21
64

.

所以一般公式为

pn =
n

∏
j=1

(
1 − 1

2j

)
.
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【习题 3.39】 (20秋,4) 记对称群 Sn 为从 {1, 2, · · · , n} 到 {1, 2, · · · , n} 的所有一一映射
（共 n!个），从 Sn 中均匀等概率选取一个映射 σ，记其不动点数

X(σ) = |{k | σ(k) = k}| ,

对换数

Y(σ) = |{(i, j) | i < j, σ(i) = j, σ(j) = i}| .

1. 详细给出有关概率空间。

2. X, Y是否独立。

3. 计算 X的分布列。

4. 计算 E[Y]。

解. (1)概率空间可取为

Ω = Sn, F = 2Sn , P(A) =
|A|
n!

(A ⊂ Sn).

这里样本点就是一个排列 σ，而 X, Y都是定义在 Ω上的随机变量。
(2)当 n ≥ 2时，X, Y不独立。事实上，

P(X = n) =
1
n!

> 0,

而

P(Y > 0) > 0

因为例如排列 (1 2) 就有一个对换。另一方面，若 X = n，则 σ 只能是恒等排列，此时必有

Y = 0。所以
P(X = n, Y > 0) = 0 ̸= P(X = n)P(Y > 0).

故 X, Y不独立。
(3)对 k = 0, 1, . . . , n，先选出哪 k个点是不动点，有(

n
k

)
种选法。剩下的 n − k个点必须都不是不动点，因此对应的是一个错排。记 Dm 为 m个元素
的错排数，则

P(X = k) =
(n

k)Dn−k

n!
, k = 0, 1, . . . , n.

再由容斥原理，

Dm = m!
m

∑
j=0

(−1)j

j!
.

于是

P(X = k) =
1
k!

n−k

∑
j=0

(−1)j

j!
, k = 0, 1, . . . , n.
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这就是 X的分布列。
(4)对每个 1 ≤ i < j ≤ n，定义示性随机变量

Iij = 1{σ(i)=j, σ(j)=i}.

则

Y = ∑
1≤i<j≤n

Iij.

由期望的线性性，

E[Y] = ∑
1≤i<j≤n

E[Iij] = ∑
1≤i<j≤n

P(σ(i) = j, σ(j) = i).

固定一对 i < j后，使 σ(i) = j, σ(j) = i的排列共有 (n − 2)!个，所以

P(σ(i) = j, σ(j) = i) =
(n − 2)!

n!
=

1
n(n − 1)

.

因此

E[Y] =
(

n
2

)
1

n(n − 1)
=

1
2

.
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Chapter 4

第四次习题课

§ 4.1
习习习题题题3.1

【习题 4.1】 求以下分布的归一化常数

1) f (x) = 1
C

1√
x(1−x)

, 0 < x < 1

2) f (x) = 1
C e−x−e−x

, x ∈ R

证明. 1)

f (x) =
1
C

1√
x(1 − x)

, 0 < x < 1

由
∫ 1

0 f (x) dx = 1，得
1
C

∫ 1

0

dx√
x(1 − x)

= 1

计算积分：令 x = sin2 t，则 dx = 2 sin t cos t dt，√
x(1 − x) = sin t cos t,

∫ 1

0

dx√
x(1 − x)

=
∫ π/2

0
2 dt = π

所以
π

C
= 1 ⇒ C = π.

2)注意到
∫

e−x−e−x
dx = e−e−x

+ C，计算立得 C = 1。

【习题 4.2】 求下面积分的归一化常数∫
R2

|x1 − x2|e−
1
2 (x2

1+x2
2) dx1dx2

证明. 令 u = x1 − x2, v = x1 + x2

|J| = 1
2
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上式 =
∫

R2
|u|e− 1

4 (u
2+v2) · 1

2
dudv

= 2
∫ +∞

0
ue−

1
4 u2

du ·
∫ +∞

0
e−

1
4 v2

dv

= 4
√

π.

从而，C = 4
√

π.

【习题 4.3】 随机变量 X, Y相互独立且服从参数为 1的指数分布,求 U = X + Y的密度.

证明. 直接计算 fU(u) =
∫ u

0 e−xex−u dx = ue−u1u≥0.

【习题 4.4】 4. 设 X, Y, Z相互独立,且均服从 [0, 1]上的均匀分布.
(1)求 − log X的密度函数;
(2)证明W = XYZ也服从 [0, 1]上的均匀分布.

证明. (1) P(− log X ≤ x) = P(X ≥ e−x) = 1 − e−x，故密度为 e−x1x≥0。

(2) − log W = Z(− log X − log Y), 故只需证明 Z(− log X − log Y) 满足参数为1的指数
分布. 记 T = − log X − log Y,由上题,

fT(t) = te−t1t≥0.

fT,Z(t, z) = te−t1t≥010≤z≤1.

只需证W = TZ服从参数为1的指数分布.
作变换 w = tz, s = t,

J =

(
∂z
∂w

∂z
∂s

∂w
∂t

∂w
∂s

)
=

(
1
s − w

s2

0 1

)
.

|det(J)| = 1
s

,

由联合密度函数变换公式，得

fW,S(w, s) = e−s10≤w≤s.

fW(w) =
∫

R
e−s10≤w≤s ds = 1w≥0

∫ +∞

w
e−s ds = e−w1w≥0.
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§ 4.2
习习习题题题3.2

【习题 4.5】 X服从标准正态分布, Y服从标准Wigner半圆律,求它们的各阶矩

证明. 因为二者都是对称的随机变量，只需证明2k阶矩。

E[X2k] =
∫ +∞

−∞
x2k 1√

2π
e−

1
2 x2

dx

=
2k+ 1

2
√

2π

∫ +∞

0
uk− 1

2 e−u du (令 u =
x2

2
)

=
2k+ 1

2
√

2π
Γ
(

k +
1
2

)
=

2k+ 1
2

√
2π

·
(√

π (2k − 1)!!
2k

)
(利用 Γ(n + 1) = nΓ(n)与 Γ(1

2) =
√

π)

= (2k − 1)!!

对于半圆律：

E[Y2k] = 2
∫ 2

0

1
2π

y2k
√

4 − y2 dy

令 y=2 sin θ
=

22k+2

π

∫ π
2

0
(sin θ)2k cos2 θ dθ

=
22k+2

π

∫ π
2

0

[
(sin θ)2k − (sin θ)2k+2

]
dθ.

数学分析里已经算过：

∫ π
2

0
sinn x dx =


n − 1

n
n − 3
n − 2

· · · 1
2
· π

2
, n为正偶数

n − 1
n

n − 2
n − 3

· · · 1
3
· 1, n为正奇数

代入得到最后的结果为
1

k + 1

(
2k
k

)
。

【习题 4.6】 (X, Y)联合密度为

f (x, y) = C−1x(y − x)e−y, 0 ≤ x ≤ y < ∞.

求常数 C，条件密度 fX|Y 与条件期望 E[Y|X]。

证明.
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∫ +∞

0

∫ y

0
Cx(y − x)e−y dx dy

=
∫ +∞

0
Ce−y dy

∫ y

0
x(y − x) dx

=
∫ +∞

0
C · 1

6
y3e−y dy

= C · 1
6
· 3!

= C.

故 C = 1.

fX|Y(x) =
f (x, y)
fY(y)

=
x(y − x)e−y10≤x≤y

1
6 y3e−y

=
6x(y − x)

y3 10≤x≤y.

类似地,

fY|X(y) =
f (x, y)
fX(x)

=
x(y − x)e−y10≤x≤y

xe−x

= (y − x)e−(y−x)1y≥x.

E[Y | X] =
∫ ∞

x
y(y − x)e−(y−x) dy

= X + 2.

【习题 4.7】 4. 设 g为 R上连续可微函数，并且 g和其导数 g′ 均有界，证明

X ∼ N(µ, σ2) =⇒ E[(X − µ)g(X)] = σ2E[g′(X)].
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证明. 不妨令 Z ∼ N(0, 1)。

E f ′(Z) =
1√
2π

∫
R

e−t2/2 f ′(t)dt

=
1√
2π

∫ ∞

0
f ′(t)

∫ ∞

t
we−w2/2dwdt − 1√

2π

∫ 0

−∞
f ′(t)

∫ t

−∞
we−w2/2dwdt

Fubini
=

1√
2π

∫ ∞

0
we−w2/2

[∫ w

0
f ′(t)dt

]
dw − 1√

2π

∫ 0

−∞
we−w2/2

[∫ 0

w
f ′(t)dt

]
dw

=
1√
2π

∫ ∞

0
we−w2/2 f (w)dw +

1√
2π

∫ 0

−∞
we−w2/2 f (w)dw

= E[Z f (Z)].

反之，如果 Z满足方程 E(Zg(Z)) = E(g′(Z))，考虑 Stein方程

x f (x)− f ′(x) = h(x)− E(h(G))

（其中G ∼ N(0, 1)）。固定 h，这是一个关于 f 的常微分方程，具有唯一解。令 h(x) = 1x≤z。

把 x = Z代入，两边求期望得到：

0 = E(Z f (Z))− E( f ′(Z)) = P(Z ≤ z)− P(G ≤ z)

这就说明了 Z law
= G。

【习题 4.8】 设 {Xr : 1 ≤ r ≤ n}是独立同分布且方差有限的随机变量列，记

X =
1
n

n

∑
k=1

Xk.

求协方差 Cov(X, Xk − X)。

证明.

Cov (X̄, Xk − X̄)

=Cov (X̄, Xk)− Cov (X̄, X̄)

=Cov
(

Xk
n

, Xk

)
− Var(X̄)

=
Var(Xk)

n
− 1

n2 Var

(
n

∑
k=1

Xk

)

=
Var(Xk)

n
− 1

n
Var(Xk)

=0.

【习题 4.9】 设 X为非负随机变量，证明对任意 r > 0都有

E[Xr] =
∫ ∞

0
rtr−1P(X ≥ t) dt.
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证明.

E[Xr] = E

[∫ X

0
rtr−1 dt

]
= E

[∫ +∞

0
rtr−11t≤X dt

]
=
∫ ∞

0
rtr−1E[1t≤X] dt (Fubini)

=
∫ ∞

0
rtr−1P(X ≥ t) dt.

【习题 4.10】 对独立同分布随机变量 X和 Y，证明
(1) U = X + Y与 V = X − Y不相关但未必独立。
(2)若 X, Y ∼ N(0, 1)，则 U与 V 独立。

证明. (1)
E[(X + Y)(X − Y)] = EX2 − EY2 = 0.

E[X + Y]E[X − Y] = E[X]2 − E[Y]2 = 0.

故不相关.
当X, Y独立同分布于B(1, 1

2)时,X + Y与X − Y不独立.
(2)

fX,Y(x, y) =
1

2π
e−

1
2 x2− 1

2 y2

令 u = x + y v = x − y

J =

 ∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

 =

( 1
2

1
2

1
2 −1

2

)

|det J| = 1
2

fU,V(u, v) =
1

4π
e−

1
4 u2− 1

4 v2

=
1√

2π ·
√

2
e−

1
2

(
u√
2

)2

· 1√
2π ·

√
2

e−
1
2

(
v√
2

)2

.

因此 U, V独立。

§ 4.3
习习习题题题3.3

【习题 4.11】 设 (X, Y )服从二元标准正态分布,求:(1) X + Y与 X - Y的联合密度函数及
边缘密度函数;(2) E[X - Y |X + Y ]和 Var(X - Y |X + Y ).
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证明. 记U = X + Y, V = X − Y,并设

(X, Y) ∼ N(0, Σ).

由于二维标准正态,记Σ =

(
1 ρ

ρ 1

)
.记D =

(
1 1
1 −1

)
.则,

(U, V) = (X, Y)D.

由讲义定理3.3.3,
(U, V) ∼ N(0, DTΣD) := N(0, Σ′).

经计算,Σ′ =

(
2 + 2ρ 0

0 2 − 2ρ

)
. 故U, V独立,U ∼ N(0, 2 + 2ρ), V ∼ N(0, 2 − 2ρ).

(2)既然U, V独立,

E[V|U] = E[V] = 0.Var(V|U) = Var(V) = 2 − 2ρ.

【习题 4.12】 3. 设 X = (X1, X2, · · · , Xn) 服从多元正态 N(0, Σ)，这里正定矩阵 Σ =

(σij)
n
i,j=1。证明

U =
n

∑
k=1

akXk 与 V =
n

∑
k=1

bkXk 独立当且仅当
n

∑
j,k=1

ajbkσjk = 0,

其中 a1, · · · , an, b1, · · · , bn为实数。并在 b1, · · · , bn不全为零时，求条件期望 E[U | V]。

证明. (1)多元正态分布的分量的线性组合仍构成多元正态分布.故(U, V)满足二元正态分

布,显然
E[U] = E[V] = 0.

U, V独立

⇔Cov(U, V) = 0

⇔E[UV] = 0

⇔
n

∑
j,k=1

ajbkE[XjXk] = 0

⇔
n

∑
j,k=1

ajbkσjk = 0

(2)对于正态分布，因为不相关和独立性等价，所以

Cov(U − Cov(U, V)

Var(V)
V, V) = 0
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进而有 U − Cov(U,V)
Var(V)

V与 V独立。于是 E(U − Cov(U,V)
Var(V)

V|V) = E(U − Cov(U,V)
Var(V)

V) = 0
由条件期望的线性性，得到以下

E[U | V] =
Cov(U, V)

Var(V)
V.

代入计算即可得：

E[U | V] =
∑j,k ajbkσjk

∑j,k bjbkσjk
V

【习题 4.13】 设 X1, X2, · · · , Xn 独立同 N(µ, σ2), X = 1
n ∑n

i=1 Xi,求 ρ(X1, X)。

证明. 由题意，X1, X2, . . . , Xn 独立同分布，E(Xi) = µ，Var(Xi) = σ2。

X =
1
n

n

∑
j=1

Xj

首先计算协方差：

Cov(X1, X) = Cov

(
X1,

1
n

n

∑
j=1

Xj

)
=

1
n

n

∑
j=1

Cov(X1, Xj)

由于独立性，当 j ̸= 1时，Cov(X1, Xj) = 0；当 j = 1时，Cov(X1, X1) = Var(X1) = σ2。

因此：

Cov(X1, X) =
1
n
· σ2 =

σ2

n
再计算方差：

Var(X) =
1
n2

n

∑
j=1

Var(Xj) =
1
n2 · nσ2 =

σ2

n

Var(X1) = σ2

故相关系数：

ρ(X1, X) =
Cov(X1, X)√

Var(X1)Var(X)
=

σ2

n√
σ2 · σ2

n

=
σ2

n
σ2√

n

=
1√
n

【习题 4.14】 若 e为 Rn(n ≥ 2)中一个固定的单位向量，随机向量 X 服从 n元正态分
布 N(0, In)，这里 In 为单位矩阵。记 Z为 e在 X 所在直线上投影长度的平方，试求 Z的密
度函数。

证明. 投影向量长度的平方为：

Z =
(e⊤X)2

∥X∥2

由于 X ∼ N(0, In)，作正交变换（这样变换是可行的因为X球对称）使 e变为第一个坐标
轴方向 (1, 0, . . . , 0)⊤。记 Y = (Y1, Y2, . . . , Yn)⊤ 为变换后的向量，则 Y ∼ N(0, In)，且

e⊤X = Y1, ∥X∥2 =
n

∑
i=1

Y2
i .
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于是：

Z =
Y2

1
Y2

1 + Y2
2 + · · ·+ Y2

n
.

令 U = Y2
1 ∼ χ2

1，V = Y2
2 + · · ·+ Y2

n ∼ χ2
n−1，且 U与 V 独立。则：

Z =
U

U + V
.

对于 U ∼ χ2
a，V ∼ χ2

b 独立，有：

U
U + V

∼ Beta
(

a
2

,
b
2

)
.

这里 a = 1，b = n − 1，故：

Z ∼ Beta
(

1
2

,
n − 1

2

)
.

其密度函数为：

fZ(z) =
Γ
(n

2

)
Γ
(

1
2

)
Γ
(

n−1
2

)z
1
2−1(1 − z)

n−1
2 −1, 0 < z < 1.

即：

fZ(z) =
Γ
(n

2

)
√

π Γ
(

n−1
2

)z−1/2(1 − z)
n−3

2 , 0 < z < 1,

其他处为 0。

§ 4.4
习习习题题题3.4

【习题 4.15】 若 Z ∼ NC(0, 1)，证明

E[ZkZ̄l] =

k! , k = l,

0 , k ̸= l.

证明.

利用 f (z) =
1
π

e−|z|2 ,有

E
[

ZkZ̄l
]
=
∫

C

1
π

e−|z|2zk z̄l dz

z=reiθ
=

∫ 2π

0

∫ +∞

0

1
π

e−r2
(

reiθ
)k (

re−iθ
)l

r dr dθ

=
∫ 2π

0

∫ +∞

0

1
π

rk+l+1ei(k−l)θe−r2
dr dθ

=

{
2
∫ +∞

0 r2k+1e−r2
dr = Γ(k + 1) = k! , k = l

0 , k ̸= l.
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【习题 4.16】 设 Z1, Z2 ∼ NC(0, 1)且独立，
(1)求 Z1/Z2的密度函数。

(2)利用习题 3.4.1，对正整数 n求期望 E[|Z1 − Z2|2n]。

证明. (1)已知 Z1, Z2
i.i.d.∼ NC(0, 1)，即

fZ1,Z2(z1, z2) =
1

π2 e−|z1|2−|z2|2 , z1, z2 ∈ C.

令

W =
Z1

Z2
, V = Z2.

则变换为

Z1 = WV, Z2 = V.

该变换的 Jacobian行列式为 |v|2。因此联合密度为

fW,V(w, v) = fZ1,Z2(wv, v) · |v|2 =
1

π2 e−|wv|2−|v|2 · |v|2 =
|v|2
π2 e−|v|2(1+|w|2).

对 v积分得W 的边际密度：

fW(w) =
∫

C
fW,V(w, v) dv.

令 r = |v|，则 dv = r dr dθ，积分与 θ无关：

fW(w) =
1

π2

∫ ∞

0

∫ 2π

0
r2e−r2(1+|w|2) · r dθ dr =

2π

π2

∫ ∞

0
r3e−r2(1+|w|2) dr.

计算积分：令 a = 1 + |w|2，t = r2，则 r3dr = t
2 dt，∫ ∞

0
r3e−ar2

dr =
1
2

∫ ∞

0
te−atdt =

1
2
· 1

a2 =
1

2a2 .

代入得

fW(w) =
2π

π2 · 1
2(1 + |w|2)2 =

1
π(1 + |w|2)2 .

(2) 由于 Z1, Z2 ∼ NC(0, 1) 独立，有 Z1 − Z2 ∼ NC(0, 2)。令 Y = Z1−Z2√
2

∼ NC(0, 1)。
则：

|Z1 − Z2|2n = (2)n|Y|2n = 2n(YȲ)n.

由习题 3.4.1（取 k = n, l = n）：

E[(YȲ)n] = E[YnȲn] = n!.

因此：

E[|Z1 − Z2|2n] = 2n · n!.
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【习题 4.17】 4. (GOE的矩)设 H服从 GOEn 分布，令 ak = E[tr(Hk)]。计算出前 6阶
矩 ak, k = 1, . . . , 6。

证明. 由对称性，只考虑偶数阶矩。一般随机矩阵中 tr =
1
n

Tr，其中 Tr是迹运算，n是

矩阵维数,由对称性，只考虑偶数阶矩。由Wick公式

E Tr(H2k) = ∑
i1,··· ,i2k

E(hi1i2 hi2i3 · · · hi2ki1)

= ∑
i1,··· ,i2k

∑
π∈P(2k)

∏
(p,q)∈π

E(hipip+1 hiqiq+1)

= ∑
i1,··· ,i2k

∑
π∈P(2k)

∏
(p,q)∈π

E(δipiq δip+1iq+1 + δipiq+1δip+1iq)

k=1：
a2 =

1
n ∑

i1,i2

E[hi1i2 hi2i1 ] =
1
n ∑

i1,i2

E[h2
i1i2 ] =

1
n
(2n + (n2 − n)) = n + 1

k=2：
a4 =

1
n ∑

i1,i2,i3,i4

E[hi1i2 hi2i3 hi3i4 hi4i1 ].

Wick公式给出 3种配对

• (1, 2)(3, 4)：仅在 i1 = i3时不为0，i1 = i2 = i3 = i4时贡献4，i1 = i2 ̸= i4和 i1 = i4 ̸=
i2时贡献2，i1 ̸= i2, i1 ̸= i4时贡献1。因此总贡献：4n + 2n(n − 1) + 2n(n − 1) + n(n −
1)2

• (1, 3)(2, 4)：交错配对，当仅当 i1 = i3, i2 = i4或者 i2 = i3, i1 = i4时不为0，总贡献
4n + n(n − 1) = n2 + 3n

• (1, 4)(2, 3)：同第一种，贡献也是 n3 + 2n2 + n

计算得

a4 = 2n2 + 5n + 5.

k=3：由轮换对称性，可以分成5种情况，对应的代表配对分别是：(1, 2)(3, 4)(5, 6)，(1, 2)(3, 6)(4, 5)，
(1, 2)(3, 5)(4, 6)，(1, 3)(2, 5)(4, 6)，(1, 4)(2, 5)(3, 6)。每种情况有2, 3, 6, 3, 1种配对。下面，针
对 (1, 2)(3, 4)(5, 6)详细过程：
Ehi1i2 hi2i3 ̸= 0当仅当 i1 = i2, i2 = i3或者 i1 = i3；
Ehi3i4 hi4i5 ̸= 0当仅当 i3 = i4, i4 = i5或者 i3 = i5
Ehi5i6 hi6i1 ̸= 0当仅当 i5 = i6, i6 = i1或者 i1 = i5
共有八种情况，每种情况贡献1，例如都选后者算出的关系为：i1 = i3 = i5, i2, i4, i6，共n4种

情况。同样算下去，结果为 n4 + 3n2 + 3n2 + n。
第二种配对：n4 + 3n3 + 3n2 + n
第三种配对：n3 + 4n2 + 3n
第四种配对：3n2 + 5n
第五种配对：n3 + 4n2 + 3n
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最后的合为：5n4 + 22n3 + 52n2 + 41n。
另外M.Ledoux在A recursion formula for the moments of the Gaussian orthogonal ensem-
ble给出了计算GOE精确矩的五项递推公式：记E(Tr(H2p)) = bN

p = ∑k≥1 ηk(p)Nk,

(p + 1)ηk(p) = (8p − 2)ηk−1(p − 1)− (4p − 1)ηk(p − 1)

+ p(2p − 3)(10p − 9)ηk(p − 2)− 8(2p − 3)ηk−2(p − 2)

+ 8(2p − 3)ηk−1(p − 2)− 10(2p − 3)(2p − 4)(2p − 5)ηk−1(p − 3)

+ 5(2p − 3)(2p − 4)(2p − 5)ηk(p − 3)

− 2(2p − 3)(2p − 4)(2p − 5)(2p − 6)(2p − 7)ηk(p − 4)

【习题 4.18】 假设 {xij}n
i,j=1独立同分布 N(0, 1)，令

Xn = (xij)
n
i,j=1,

构造对称矩阵

H =
1√
2
(Xn + Xt

n),

试证明 H服从 GOE分布。
证明. 由于 H = 1√

2
(Xn + Xt

n)，其矩阵元为

Hij =
1√
2
(xij + xji).

由 {xij}独立同分布于 N(0, 1)，可计算 H各矩阵元的分布。对角元 Hii：

Hii =
1√
2
(xii + xii) =

√
2 xii.

因为 xii ∼ N(0, 1)，所以
Hii ∼ N(0, 2).

非对角元 Hij（i < j）：

Hij =
1√
2
(xij + xji).

由于 xij 与 xji 独立且均服从 N(0, 1)，它们的和服从 N(0, 2)，乘以 1/
√

2后得

Hij ∼ N(0, 1).

独立元共 n个对角元与 n(n−1)
2 个非对角元，总计 n(n+1)

2 个。

联合密度为各独立元密度的乘积：

f (H) =
n

∏
i=1

1√
2π · 2

exp

(
−

H2
ii

4

)
× ∏

i<j

1√
2π

exp

(
−

H2
ij

2

)

= 2−
n
2 (2π)−

n(n+1)
4 exp

(
−1

4

n

∑
i=1

H2
ii −

1
2 ∑

i<j
H2

ij

)
.
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注意到
1
4

n

∑
i=1

H2
ii +

1
2 ∑

i<j
H2

ij =
1
4

tr(H2),

故

f (H) = 2−
n
2 (2π)−

n(n+1)
4 e−

1
4 tr(H2).

【习题 4.19】 (GOE的正交不变性)设H服从GOE分布，证明任给正交矩阵Q，QHQ−1

也服从 GOE分布。
证明. 设 H ∼ GOEn，其联合密度为

f (H) = Cn · e−
1
4 tr(H2),

其中 Cn = 2−
n
2 (2π)−

n(n+1)
4 。

令 H̃ = QHQ−1 = QHQt（因 Q为正交矩阵）。
对称性：

H̃t = (QHQt)t = QHtQt = QHQt = H̃,

所以 H̃仍是实对称矩阵。
迹的不变性：

tr(H̃2) = tr(QHQtQHQt) = tr(QH2Qt) = tr(H2QtQ) = tr(H2).

因此密度函数中的指数部分不变：

exp
(
−1

4
tr(H̃2)

)
= exp

(
−1

4
tr(H2)

)
.

变换的 Jacobian行列式： H̃ = QHQt是一个线性变换，因此存在矩阵 A使得Vec(H̃) =

A Vec(H)，其中 Vec是把矩阵拉长为 n2 维向量。一个矩阵正交当且仅当其保持任意向量的

2-范数，因此
∥Vec(H̃)∥2

2 = tr(H̃2) = tr(H2) = ∥Vec(H)∥2
2

因此 A正交。故其 Jacobian行列式的绝对值为 1。
变换后 H̃的密度为

f (H̃) = f (H) · |det(J)|−1 = f (H) = Cn · e−
1
4 tr(H̃2).

因此 H̃ = QHQ−1同样服从 GOE分布。□

§ 4.5
习习习题题题4.1

【习题 4.20】 对非负随机变量 X，证明
∞

∑
n=1

P(X ≥ n) ≤ E[X] ≤
∞

∑
n=1

P(X ≥ n) + 1.
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证明. 注意,对非负随机变量X,我们有,

X =
∞

∑
i=0

X1i≤X<i+1.

同时显然我们有,
i1i≤X<i+1 ≤ X1i≤X<i+1 ≤ (i + 1)1i≤X<i+1.

故,

E[X] =
∞

∑
i=0

E[X1i≤X<i+1]

≤
∞

∑
i=0

(i + 1)E[1i≤X<i+1]

≤1 +
∞

∑
i=0

iE[1i≤X<i+1]

≤1 +
∞

∑
i=1

i

∑
j=1

E[1i≤X<i+1]

累和号换序.

≤1 +
∞

∑
j=1

∞

∑
i=j

E[1i≤X<i+1]

≤1 +
∞

∑
j=1

P(X ≥ j).

另一侧同理.
【习题 4.21】 (Jensen不不不等等等式式式)称函数 u : R → R为凸的，若对任意 a ∈ R存在 λ = λa

使得

u(x) ≥ u(a) + λa(x − a), ∀x ∈ R.

称凸函数 u是严格凸的，若 λa 关于 a严格单调递增。

1. 证明对于凸函数 u与期望存在的随机变量 X，有 E[u(X)] ≥ u(E[X])。

2. 证明若 u是严格凸的且 E[u(X)] = u(E[X])，则 X以概率 1为常数。

证明. (1)取a = E[X],由凸函数定义,

E[u(X)] ≥ E[u(a) + λa(X − a)] = u(a) + λa(E[X]− a) = u(a) = u(E[X]).

(2)不等号取等当且仅当X = E[X] a.e.,即X以概率1为常数.
【习题 4.22】 X为非负随机变量，证明对任意 r > 0均有

E[Xr] =
∫ ∞

0
rxr−1P(X > x) dx.
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证明.

E[Xr] = E

∫ X

0
rtr−1dt

= E

∫ ∞

0
rtr−11X>tdt

使用Fubini定理交换积分顺序.

=
∫ ∞

0
rtr−1E[1X>t]dt

=
∫ ∞

0
rtr−1P(X > t)dt.

【习题 4.23】 给定 r > 0。

1. 当 E[|X|r] < ∞时，证明

lim
x→+∞

xrP(|X| ≥ x) = 0.

2. 若
lim

x→+∞
xrP(|X| ≥ x) = 0,

证明E[|X|s] < ∞，∀s ∈ (0, r)。并问E[|X|r] < ∞是否成立？请说明理由或给出反例。

证明. (1)易知,

xrP(|X| ≥ x) = xr
∫

R
1|X|≥xdP ≤

∫
R
|X|r1|X|≥xdP.

另一方面,|X|r1|X|≥x ≤ |X|r,同时|X|r可积(E[|X|r] < ∞),由 DCT.

lim
n→∞

∫
R
|X|r1|X|≥ndP =

∫
R

lim
n→∞

|X|r1|X|≥ndP =
∫

R
0dP = 0.

综上,证毕. (2)∀ε > 0,记M使得∀x > M, xrP(|X| ≥ x) < ε.由上题结论,

E[|X|s] =
∫ ∞

0
sts−1P(|X| > t)dt

=
∫ M

0
sts−1P(|X| > t)dt +

∫ ∞

M
sts−1P(|X| > t)dt

=C1 +
∫ ∞

M
sts−1 ε

tr dt

=C1 + C2ε.

故E[|X|s] < ∞.
此时并不一定有E[|X|r] < ∞,取P(|X| ≥ x) ∼ 1

xr log x ,利用上题公式验证即知E[|X|r]发散.
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§ 4.6
习习习题题题3.5

【习题 4.24】 标准正态分布的尾概率估计，对于 X ∼ N(0, 1)，那么

x
x2 + 1

1√
2π

e−x2/2 ≤ P(X ≥ x) ≤ 1
x

1√
2π

e−x2/2

证明. 右边的估计来自于 E(1X≥x) ≤ E(
X
x

1X≥x)进而有：

P{X > x} ≤ 1√
2π

∫ ∞

x

u
x

e−u2/2 du =
1
x

1√
2π

e−x2/2.

对于左边的等式，定义

f (x) = xe−x2/2 − (x2 + 1)
∫ ∞

x
e−u2/2 du.

由 f (0) < 0和 limx→∞ f (x) = 0. 以及

f ′(x) = (1 − x2 + x2 + 1)e−x2/2 − 2x
∫ ∞

x
e−u2/2 du = −2x

(∫ ∞

x
e−u2/2 du − e−x2/2

x

)
,

x > 0时 f ′ > 0，进而 f (x) ≤ 0。

(1) 定义函数 Hn, n ≥ 0, H0 = 1, (−1)nHnϕ = ϕ(n)，证明 Hn(x) 是主项为 xn 的 n 次多项
式，且满足正交关系：

∫ +∞

−∞
Hm(x)Hn(x)ϕ(x) dx =

m!, m = n,

0, m ̸= n.

并证明
∞

∑
n=0

Hn(x)
tn

n!
= ext− 1

2 t2
.

解答. 由定义 (−1)nHn(x)ϕ(x) = ϕ(n)(x)，其中 ϕ(x) = 1√
2π

e−x2/2。计算 ϕ′ = −xϕ，

ϕ′′ = −ϕ + x2ϕ′。通过归纳法可以得到： Hn(x) = −H′
n−1(x) + xHn−1(x)。可以看出

Hn是最高项为 xn的首一多项式。

正交性：设 m ≥ n， ∫
HmHnϕ dx = (−1)n

∫
Hmϕ(n) dx.

分部积分 n次，若 n ≥ m，边界项为零得

(−1)n
∫

Hmϕ(n) dx =
∫

H(n)
m ϕ dx.
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H(n)
m 是非零常数当 m = n时为 n!，且

∫
ϕ = 1，故得证。

由 Taylor展开

ϕ(x − t) =
∞

∑
n=0

(−t)n

n!
ϕ(n)(x).

又 ϕ(x − t) = 1√
2π

e−(x−t)2/2 = ϕ(x)ext−t2/2。代入 ϕ(n)(x) = (−1)nHn(x)ϕ(x)，消去
ϕ(x)即可。

(2) 对任意正整数 m, n，计算相关系数 ρ(Hm(X), Hn(Y))。

解答. 由(1)中母函数展开

eXt− t2
2 =

∞

∑
i=0

Hi(X)
ti

i!
, eYs− s2

2 =
∞

∑
j=0

Hj(Y)
sj

j!
.

首先，取期望得

E
(
eXt− t2

2
)
= e−

t2
2 E(etX) = e−

t2
2 · e

t2
2 = 1,

对照展开式 E
(
∑i Hi(X) ti

i!
)
= ∑i E(Hi(X)) ti

i! = 1，比较系数得 E(H0(X)) = 1，且对
n ≥ 1有 E(Hn(X)) = 0。

其次，考虑联合母函数

E
(
eXt− t2

2 · eYs− s2
2
)
= e−

t2+s2
2 E

(
etX+sY).

由于 (X, Y)服从标准二元正态，tX + sY ∼ N(0, t2 + s2 + 2ρts)，故

E
(
etX+sY) = e

1
2 (t

2+s2+2ρts),

因此

E
(
eXt− t2

2 · eYs− s2
2
)
= e−

t2+s2
2 · e

1
2 (t

2+s2+2ρts) = eρts.

另一方面，将母函数展开代入：

E

(
∞

∑
i=0

Hi(X)
ti

i!

∞

∑
j=0

Hj(Y)
sj

j!

)
=

∞

∑
i,j=0

E[Hi(X)Hj(Y)]
tisj

i!j!
= eρts =

∞

∑
n=0

(ρts)n

n!
=

∞

∑
n=0

ρn tnsn

n!
.

比较 tisj 的系数，得到

E[Hi(X)Hj(Y)] =

ρn · n!, i = j = n,

0, i ̸= j.

结合 E(Hn(X)) = E(Hn(Y)) = 0 (n ≥ 1)以及方差

Var(Hn(X)) = E[H2
n(X)]− 02 = n!,
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可得相关系数

ρ(Hm(X), Hn(Y)) =
E[Hm(X)Hn(Y)]√

Var(Hm(X))Var(Hn(Y))
=

ρn, m = n ≥ 1,

0, m ̸= n.

(3) 设 P(x), Q(y)为非常数多项式，试证明

|ρ(P(X), Q(Y))| ≤ |ρ(X, Y)|.

[解答]将 P, Q用 Hermite多项式展开：

P(x) =
k

∑
i=1

aiHi(x), Q(y) =
l

∑
j=1

bjHj(y).

常数项不影响协方差。由 (2)知

Cov(P(X), Q(Y)) =
min(k,l)

∑
i=1

aibii!ρi.

方差

Var(P(X)) =
k

∑
i=1

a2
i i!, Var(Q(Y)) =

l

∑
j=1

b2
j j!.

需证 ∣∣∣∣∣∑i
aibii!ρi

∣∣∣∣∣ ≤ |ρ|
√

∑
i

a2
i i!
√

∑
i

b2
i i!.

由 Cauchy-Schwarz不等式与 |ρ|i ≤ |ρ|（对 i ≥ 1, |ρ| < 1）：∣∣∣∣∣∑i=1
aibii!ρi

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
i=1

|ai||bi|i!|ρ|i

≤ |ρ| ∑
i=1

(|ai|
√

i!)(|bi|
√

i!)

≤ |ρ|
√

∑
i=1

a2
i i!
√

∑
i=1

b2
i i!.

即得 |ρ(P, Q)| ≤ |ρ|（这里 |ρ| = |ρ(X, Y)|）。
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Chapter 5

第五次习题课

§ 5.1
习习习题题题4.2

【习题 5.1】 (4.2.1) 证明如下两个不等式。
(1)（Lyapunov不等式）对 0 < r < s，有(

E[|X|r]
)1/r ≤

(
E[|X|s]

)1/s.

(2)（Cr 不等式）对 r > 0，有

E[|X + Y|r] ≤ Cr
(
E[|X|r] + E[|Y|r]

)
,

其中

Cr =

1, 0 < r < 1,

2r−1, r ≥ 1.

证明. (1)令 α = r
s ∈ (0, 1)。由于函数 x 7→ xα 在 [0, ∞)上凹，故由 Jensen不等式，

E[|X|r] = E
[
(|X|s)α

]
≤
(
E[|X|s]

)α.

两边取 1/r次方即得 (
E[|X|r]

)1/r ≤
(
E[|X|s]

)1/s.

(2)当 0 < r < 1时，对任意 a, b ≥ 0有

(a + b)r ≤ ar + br,

因而

|X + Y|r ≤ (|X|+ |Y|)r ≤ |X|r + |Y|r.

取期望得

E[|X + Y|r] ≤ E[|X|r] + E[|Y|r].



5.1. 习题4.2

当 r ≥ 1时，对任意 a, b ≥ 0，由凸性或 Jensen不等式可得

(a + b)r = 2r
(

a + b
2

)r
≤ 2r−1(ar + br).

因此

|X + Y|r ≤ 2r−1(|X|r + |Y|r
)
,

再取期望即得结论。

【习题 5.2】 (4.2.2) 已知 {Xn} 为随机变量列，实数列 {cn} 收敛于常数 c。在几乎处处
收敛、Lp 收敛、依概率收敛和依分布收敛意义下分别证明

Xn → X =⇒ cnXn → cX.

证明. 若 Xn
a.s.−→ X，则对几乎处处的 ω，有

cnXn(ω) → cX(ω),

故 cnXn
a.s.−→ cX。

若 Xn
Lp
−→ X，则 X ∈ Lp，且 {cn}有界。由前面的 Cr 不等式，存在只依赖于 p的常数

Cp > 0，使得
|cnXn − cX|p ≤ Cp

(
|cn|p|Xn − X|p + |cn − c|p|X|p

)
.

两边取期望，便得

E[|cnXn − cX|p] → 0,

即 cnXn
Lp
−→ cX。

若 Xn
P−→ X，则

cnXn − cX = cn(Xn − X) + (cn − c)X.

由于 {cn}有界，第一项依概率收敛于 0；第二项因 cn − c → 0为常数，故 a.s. 收敛于 0，从
而也依概率收敛于 0。因此

cnXn
P−→ cX.

若 Xn
D−→ X，则把 cn 看成常值随机变量，有 cn

P−→ c。由后面的 Slutsky定理可得

cnXn
D−→ cX.

【习题 5.3】 (4.2.3) 证明当 n → ∞时，

Xn
P−→ 0 ⇐⇒ E

[
|Xn|

1 + |Xn|

]
→ 0.

证明. 若 Xn
P−→ 0，则对任意 ε > 0,

E

[
|Xn|

1 + |Xn|

]
= E

[
|Xn|

1 + |Xn|
; |Xn| < ε

]
+ E

[
|Xn|

1 + |Xn|
; |Xn| ≥ ε

]
≤ ε + P(|Xn| ≥ ε).
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令 n → ∞后得

lim sup
n→∞

E

[
|Xn|

1 + |Xn|

]
≤ ε.

再令 ε ↓ 0，便知

E

[
|Xn|

1 + |Xn|

]
→ 0.

反过来，若

E

[
|Xn|

1 + |Xn|

]
→ 0,

则对任意 ε > 0,

E

[
|Xn|

1 + |Xn|

]
≥ E

[
|Xn|

1 + |Xn|
; |Xn| ≥ ε

]
≥ ε

1 + ε
P(|Xn| ≥ ε).

因而 P(|Xn| ≥ ε) → 0，即 Xn
P−→ 0。

【习题 5.4】 (4.2.4) 随机变量列 {Xn}、{Yn}满足 Xn
D−→ X且 Yn

P−→ c，其中 X是随机变
量，c为常数。证明

(1) Xn + Yn
D−→ X + c.

(2) XnYn
D−→ cX，且当 c ̸= 0时有

Xn

Yn

D−→ X
c

.

证明. (1)与 (2)的前半部分正是下述 Slutsky定理在 Zn ≡ 0时的结论，因此

Xn + Yn
D−→ X + c, XnYn

D−→ cX.

当 c ̸= 0时，由函数 x 7→ 1/x在 c处连续可得

1
Yn

P−→ 1
c

.

再对随机变量列 {Xn}与 {1/Yn}应用 Slutsky定理，得到

Xn

Yn
= Xn ·

1
Yn

D−→ X
c

.

Remark（Slutsky定理及其证明）.设随机变量列 {Xn}、{Yn}、{Zn}满足

Xn
D−→ X, Yn

P−→ b, Zn
P−→ c,

其中 X为随机变量，b, c为常数，则

XnYn + Zn
D−→ bX + c.

特别地，

Xn + Yn
D−→ X + c, XnYn

D−→ bX,
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且当 b ̸= 0时，
Xn

Yn

D−→ X
b

.

证证证明明明. 先证一个常用引理：若

Un − Vn
P−→ 0, Vn

D−→ V,

则 Un
D−→ V。

事实上，对任意 ε > 0及 V 的任一分布函数连续点 x，有

{Vn ≤ x − ε} ∩ {|Un − Vn| ≤ ε} ⊂ {Un ≤ x}

与

{Un ≤ x} ⊂ {Vn ≤ x + ε} ∪ {|Un − Vn| > ε}.

因此

P(Vn ≤ x − ε)− P(|Un − Vn| > ε) ≤ P(Un ≤ x)

以及

P(Un ≤ x) ≤ P(Vn ≤ x + ε) + P(|Un − Vn| > ε).

令 n → ∞，得到

FV(x − ε) ≤ lim inf
n→∞

P(Un ≤ x) ≤ lim sup
n→∞

P(Un ≤ x) ≤ FV(x + ε).

再令 ε ↓ 0，由 x的连续性可知
P(Un ≤ x) → FV(x),

故 Un
D−→ V。

下面证明 Slutsky定理。先看加法。由连续映射定理，

Xn + c D−→ X + c.

又因为

(Xn + Yn)− (Xn + c) = Yn − c P−→ 0,

由上面的引理立得

Xn + Yn
D−→ X + c.

再看乘法。由 Xn
D−→ X可知 {Xn}是紧的。于是对任意 ε, η > 0，可取 M > 0使得对充

分大的 n,
P(|Xn| > M) < η.

从而

P
(
|Xn(Yn − b)| > ε

)
≤ P(|Xn| > M) + P

(
|Yn − b| > ε

M

)
.

令 n → ∞得
Xn(Yn − b) P−→ 0.
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另一方面，由连续映射定理，

bXn
D−→ bX.

又

XnYn − bXn = Xn(Yn − b) P−→ 0,

故再由引理，

XnYn
D−→ bX.

最后，由 XnYn
D−→ bX 以及 Zn

P−→ c，将刚证明的加法情形应用于 {XnYn} 与 {Zn}，便
得

XnYn + Zn
D−→ bX + c.

若 b ̸= 0，则函数 x 7→ 1/x在 b处连续，所以

1
Yn

P−→ 1
b

.

再将上面的乘法结论应用于 Xn 与 1/Yn，便得到

Xn

Yn
= Xn ·

1
Yn

D−→ X
b

.

§ 5.2
习习习题题题4.3

【习题 5.5】 (4.3.1) 设 {Xn}相互独立且服从标准正态分布，利用第 3章问题第 14题 (1)
的结论证明

P

(
lim sup

n→∞

Xn√
log n

=
√

2

)
= 1.

证证证明明明. 对任意 a > 0，记

An(a) =
{

Xn ≥
√

2a log n
}

.

由第 3章问题第 14题 (1)的标准正态尾概率估计，存在正常数 C1, C2，使得对充分大的 n,

C1
n−a√
log n

≤ P(An(a)) ≤ C2
n−a√
log n

.

若 0 < a < 1，则
∞

∑
n=2

P(An(a)) = ∞.

由于 {An(a)}相互独立，第二 Borel-Cantelli引理给出

P(An(a) i.o.) = 1.
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这说明

lim sup
n→∞

Xn√
log n

≥
√

2a a.s.

若 a > 1，则
∞

∑
n=2

P(An(a)) < ∞,

故由第一 Borel-Cantelli引理，
P(An(a) i.o.) = 0,

即

lim sup
n→∞

Xn√
log n

≤
√

2a a.s.

因此对任意 0 < a < 1 < b，几乎处处都有

√
2a ≤ lim sup

n→∞

Xn√
log n

≤
√

2b.

令 a ↑ 1、b ↓ 1，便得

lim sup
n→∞

Xn√
log n

=
√

2 a.s.

【习题 5.6】 (4.3.6) 设随机变量 X1, · · · , Xn独立同分布，且服从 [0, a]上的均匀分布，其
中 a > 0。记

Mn = max{X1, · · · , Xn},

分别在 a.s.、p阶收敛的意义下证明当 n → ∞时 Mn → a。

证证证明明明. 对任意 0 < ε < a，有

P(|Mn − a| > ε) = P(Mn < a − ε) =

(
a − ε

a

)n
.

因为
∞

∑
n=1

(
a − ε

a

)n
< ∞,

由第一 Borel-Cantelli引理可知
|Mn − a| > ε

只会发生有限次。对有理数 ε > 0取可数交，即得

Mn
a.s.−→ a.

又因为 0 ≤ Mn ≤ a，故
|Mn − a|p ≤ ap.

结合 Mn
a.s.−→ a，由 DCT可得

E[|Mn − a|p] → 0.
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因而

Mn
Lp
−→ a.

【习题 5.7】 (4.3.7) 随机变量列 {Xn}满足 Xn
P−→ X。证明存在子列 {Xnk}满足

Xnk
a.s.−→ X.

证证证明明明. 由于 Xn
P−→ X，对每个 k ∈ N∗ 都可取 nk > nk−1，使得

P
(
|Xnk − X| > 2−k) < 2−k.

于是
∞

∑
k=1

P
(
|Xnk − X| > 2−k) < ∞.

由第一 Borel-Cantelli引理，事件

|Xnk − X| > 2−k

只会发生有限次。故几乎处处存在 K(ω)，使得当 k ≥ K(ω)时，

|Xnk(ω)− X(ω)| ≤ 2−k.

于是 Xnk(ω) → X(ω)，即

Xnk
a.s.−→ X.

【习题 5.8】 (4.3.8) (1)设 {Xn}是相互独立的实值随机变量列且满足 Xn
P−→ 0，{an}为

单调递增至 +∞的正实数列。问
Xn

an

a.s.−→ 0

是否成立？

(2)设 {Xn}是实值随机变量列，试构造正实数列 {cn}，使得

Xn

cn

a.s.−→ 0.

证证证明明明. (1)结论不一定成立。对给定的 {an}，定义独立随机变量

P(Xn = an) =
1

n + 1
, P(Xn = 0) = 1 − 1

n + 1
.

由于 an → ∞，对任意 ε > 0，当 n充分大时 an > ε，故

P(|Xn| > ε) =
1

n + 1
→ 0,

即 Xn
P−→ 0。但是

P

(
Xn

an
= 1

)
=

1
n + 1

,
∞

∑
n=1

1
n + 1

= ∞.

73



5.3. 习题4.4

由第二 Borel-Cantelli引理，
Xn

an
= 1

会发生无穷多次，故 Xn
an
不 a.s. 收敛于 0。

(2)对每个 n，由 P(|Xn| > t) ↓ 0 (t → ∞)，可取 cn > 0使得

P(|Xn| > 2−ncn) < 2−n.

记

An = {|Xn| > 2−ncn}.

则
∞

∑
n=1

P(An) < ∞.

由第一 Borel-Cantelli引理，An只会发生有限次。故几乎处处存在 N(ω)，使得当 n ≥ N(ω)

时， ∣∣∣∣Xn

cn

∣∣∣∣ ≤ 2−n.

因此
Xn

cn

a.s.−→ 0.

§ 5.3
习习习题题题4.4

【习题 5.9】 (4.4.1) {Xn}为非负独立同分布随机变量列，E[X1] = +∞，证明

1
n

n

∑
k=1

Xk
a.s.−→ +∞.

证证证明明明. 对每个 M > 0，令
Y(M)

k = Xk ∧ M.

则 {Y(M)
k }仍是非负独立同分布随机变量列，且 E[Y(M)

1 ] < ∞。由强大数定律，

1
n

n

∑
k=1

Y(M)
k

a.s.−→ E[Y(M)
1 ].

又因 Xk ≥ Y(M)
k ，故

lim inf
n→∞

1
n

n

∑
k=1

Xk ≥ lim
n→∞

1
n

n

∑
k=1

Y(M)
k = E[Y(M)

1 ] a.s.

由于 Y(M)
1 ↑ X1，由MCT，

E[Y(M)
1 ] ↑ E[X1] = +∞.

74



5.3. 习题4.4

因而对任意 L > 0，可取 M充分大使得 E[Y(M)
1 ] ≥ L。于是

lim inf
n→∞

1
n

n

∑
k=1

Xk ≥ L a.s.

由于 L任意，得到
1
n

n

∑
k=1

Xk
a.s.−→ +∞.

【习题 5.10】 (4.4.2) （Weierstrass 逼近定理）任给连续函数 f : [0, 1] → R，随机变量

Sn 服从二项分布 B(n, x)，证明

lim
n→+∞

sup
0≤x≤1

∣∣∣∣∣ f (x)−
n

∑
k=0

f
(

k
n

)(
n
k

)
xk(1 − x)n−k

∣∣∣∣∣ = 0.

证证证明明明. 对固定的 x ∈ [0, 1]，令 Sn ∼ B(n, x)。则

P(Sn = k) =
(

n
k

)
xk(1 − x)n−k,

因而
n

∑
k=0

f
(

k
n

)(
n
k

)
xk(1 − x)n−k = E

[
f
(

Sn

n

)]
.

于是只需证明

sup
0≤x≤1

∣∣∣∣E[ f
(

Sn

n

)]
− f (x)

∣∣∣∣→ 0.

由于 f 在 [0, 1]上连续，故一致连续。任给 ε > 0，存在 δ > 0，使得当 |u − v| < δ时，

| f (u)− f (v)| < ε.

记 M = sup0≤y≤1 | f (y)|。则∣∣∣∣E[ f
(

Sn

n

)]
− f (x)

∣∣∣∣ ≤ E

[∣∣∣∣ f(Sn

n

)
− f (x)

∣∣∣∣ ;
∣∣∣∣Sn

n
− x
∣∣∣∣ < δ

]
+ E

[∣∣∣∣ f(Sn

n

)
− f (x)

∣∣∣∣ ;
∣∣∣∣Sn

n
− x
∣∣∣∣ ≥ δ

]
≤ ε + 2M P

(∣∣∣∣Sn

n
− x
∣∣∣∣ ≥ δ

)
.

由 Chebyshev不等式，

P

(∣∣∣∣Sn

n
− x
∣∣∣∣ ≥ δ

)
≤ Var(Sn/n)

δ2 =
x(1 − x)

nδ2 ≤ 1
4nδ2 .

因而

sup
0≤x≤1

∣∣∣∣E[ f
(

Sn

n

)]
− f (x)

∣∣∣∣ ≤ ε +
M

2nδ2 .

令 n → ∞后再令 ε ↓ 0，即得结论。
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【习题 5.11】 (4.4.3) 随机变量 X1, · · · , Xn 独立同分布，满足 E[X1] = 0、E[X4
1] < ∞。

不利用强大数定律的结论，直接证明

1
n

n

∑
k=1

Xk
a.s.−→ 0.

证证证明明明. 记

Sn =
n

∑
k=1

Xk.

由于 E[X1] = 0，由独立性展开四阶矩可得

E[S4
n] = nE[X4

1] + 6
(

n
2

)(
E[X2

1]
)2

= O(n2).

因而存在常数 C > 0，使得对所有 n,

E[S4
n] ≤ Cn2.

由Markov不等式，

P
(
|Sn| > nε

)
≤ E[S4

n]

n4ε4 ≤ C
n2ε4 .

所以
∞

∑
n=1

P
(
|Sn| > nε

)
< ∞.

由第一 Borel-Cantelli引理，
P
(
|Sn| > nε i.o.

)
= 0.

由于 ε > 0任意，得到
Sn

n
a.s.−→ 0.

【习题 5.12】 (4.4.4) 设 {Xn}相互独立且服从参数为 1的指数分布。
(1)证明 (X1 · · · Xn)1/n 几乎处处收敛，并求出收敛值。

(2)探索
n

1
X1

+ · · ·+ 1
Xn

的极限分布。

证证证明明明. (1)令 Yn = log Xn。由于 Xn ∼ Exp(1)，有

E[|Y1|] < ∞, E[Y1] =
∫ ∞

0
(log x)e−x dx = −γ,

其中 γ为 Euler常数。由强大数定律，

1
n

n

∑
k=1

Yk
a.s.−→ −γ.
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因而

(X1 · · · Xn)
1/n = exp

(
1
n

n

∑
k=1

Yk

)
a.s.−→ e−γ.

(2)令
Zk =

1
Xk

.

则 Zk ≥ 0且 {Zk}独立同分布。又

E[Z1] =
∫ ∞

0

1
x

e−x dx = +∞.

由上一题结论，
1
n

n

∑
k=1

Zk
a.s.−→ +∞.

于是

n
1

X1
+ · · ·+ 1

Xn

=

(
1
n

n

∑
k=1

Zk

)−1
a.s.−→ 0.

因而它的极限分布为退化分布 δ0。

【习题 5.13】 (4.4.5) 区间 [0, 1] 被划分成 n 个互不相交的子区间之并，子区间长度分别
为 p1, p2, · · · , pn，定义该划分的熵为

h = −
n

∑
i=1

pi log pi.

设 X1, X2, · · · , Xm 是相互独立且均服从 [0, 1] 上均匀分布的随机变量，定义 Zm(i) 是
X1, · · · , Xm 中位于第 i个区间的总数，

Rm =
n

∏
i=1

pZm(i)
i .

证明当 m → ∞时，
log Rm

m
a.s.−→ −h.

证证证明明明. 对每个 k，定义

Yk =
n

∑
i=1

(log pi)1{Xk 落在第 i个区间}.

则 {Yk}独立同分布，且

P(Yk = log pi) = pi, 1 ≤ i ≤ n.

于是

E[Y1] =
n

∑
i=1

pi log pi = −h.
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另一方面，

log Rm =
n

∑
i=1

Zm(i) log pi =
m

∑
k=1

Yk.

由强大数定律，
log Rm

m
=

1
m

m

∑
k=1

Yk
a.s.−→ E[Y1] = −h.

【习题 5.14】 (4.4.7) 随机变量列 {Xk : k ≥ 2}相互独立且满足

P(Xk = 2k) = P(Xk = −2k) =
1

2k log k
, P(Xk = 0) = 1 − 1

k log k
.

记

Sn = X2 + · · ·+ Xn,

证明
Sn

n
P−→ 0,

Sn

n(n − 1)
a.s.−→ 0,

但
Sn

n
不 a.s. 收敛于 0。

证证证明明明. 先注意到
E[Xk] = 0,

且

E[X2
k ] = 4k2 · 1

k log k
+ 1 − 1

k log k
≤ C

k
log k

.

因此

Var
(

Sn

n

)
=

1
n2

n

∑
k=2

E[X2
k ].

又有
n

∑
k=2

k
log k

≤ ∑
k≤

√
n

k
log 2

+ ∑
k>

√
n

2k
log n

= O
(

n2

log n

)
,

故

Var
(

Sn

n

)
= O

(
1

log n

)
→ 0.

由 Chebyshev不等式，
Sn

n
P−→ 0.

再看几乎处处收敛。由上面的估计，

Var(Sn) =
n

∑
k=2

E[X2
k ] = O

(
n2

log n

)
.
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故对任意 ε > 0，由 Chebyshev不等式，

P

(∣∣∣∣ Sn

n(n − 1)

∣∣∣∣ > ε

)
≤ Var(Sn)

ε2n2(n − 1)2 = O
(

1
n2 log n

)
.

因而
∞

∑
n=2

P

(∣∣∣∣ Sn

n(n − 1)

∣∣∣∣ > ε

)
< ∞.

由第一 Borel-Cantelli引理，
Sn

n(n − 1)
a.s.−→ 0.

最后证明 Sn
n 不 a.s. 收敛于 0。记

An = {Xn = 2n}.

则 {An}相互独立，且
∞

∑
n=2

P(An) =
∞

∑
n=2

1
2n log n

= ∞.

由第二 Borel-Cantelli引理，An a.s. 无穷多次发生。若假设

Sn

n
a.s.−→ 0,

则
Sn−1

n
=

n − 1
n

· Sn−1

n − 1
a.s.−→ 0.

但在 An 上，
Sn

n
=

Sn−1

n
+ 2.

由于 An 无穷多次发生，这与
Sn
n → 0矛盾。故

Sn

n

不 a.s. 收敛于 0。

§ 5.4
习习习题题题5.1

【习题 5.15】 (5.1.1) 随机变量 X的密度

f (x) =
1
2

e−|x|, −∞ < x < ∞,

求 X的特征函数。
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证证证明明明.

ϕX(t) = E[eitX] =
1
2

∫ ∞

−∞
eitx−|x| dx

=
∫ ∞

0
e−x cos(tx) dx =

1
1 + t2 .

【习题 5.16】 (5.1.2) 已知 {U, V}与 {X, Y}独立，令

Z =
UX + VY√

U2 + V2
.

证明若 X与 Y独立且均服从 N(0, 1)，则 Z ∼ N(0, 1)。若 (X, Y)服从标准二元正态分布，上
述结论是否成立？

证证证明明明. 若 X, Y独立且都服从 N(0, 1)，则对任意固定的 (u, v) ∈ R2，

uX + vY ∼ N(0, u2 + v2).

因此在 (U, V) = (u, v)条件下，

Z | (U, V) = (u, v) ∼ N(0, 1).

也就是说，对任意 t ∈ R,
E
[
eitZ | U, V

]
= e−t2/2.

再取期望，得到

E[eitZ] = e−t2/2,

故 Z ∼ N(0, 1)。
若 (X, Y)只服从标准二元正态分布而不要求独立，则结论一般不成立。设

Cov(X, Y) = ρ ̸= 0,

并取 U = V = 1（常数），则

Z =
X + Y√

2
.

于是

Var(Z) =
1
2

Var(X + Y) =
1
2
(1 + 1 + 2ρ) = 1 + ρ ̸= 1.

所以此时 Z ̸∼ N(0, 1)。因此一般情形下结论不成立。

【习题 5.17】 (5.1.3) 记

ϕ(t) =
(

sin t
t

)2

.

试用概率方法证明对实数 t1, · · · , tn，矩阵

Hn =
(
ϕ(ti − tj)

)n
i,j=1

非负定。
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证证证明明明. 取独立同分布随机变量 X, Y ∼ U[−1, 1]。则

ϕX(t) = ϕY(t) =
sin t

t
.

因而

ϕX+Y(t) = ϕX(t)ϕY(t) =
(

sin t
t

)2

= ϕ(t).

这说明 ϕ是某个随机变量（即 X + Y）的特征函数。
于是对任意复数 c1, · · · , cn，有

n

∑
i,j=1

cicjϕ(ti − tj) =
n

∑
i,j=1

cicj E
[
ei(ti−tj)(X+Y)

]

= E

∣∣∣∣∣ n

∑
j=1

cjeitj(X+Y)

∣∣∣∣∣
2


≥ 0.

故矩阵 Hn 非负定。

【习题 5.18】 (5.1.5) 设 X1, X2, · · · , Xn 为一族相互独立的随机变量，令

Yn = X2
1 + X2

2 + · · ·+ X2
n.

(1)假设 Xi ∼ N(i, 1)，试求 Yn 的特征函数。

(2)假设 Xi ∼ N(1, 1)。若随机变量 N ∼ P(λ)，且 N与 Xi（i = 1, 2, · · ·）均独立，试求
YN 的特征函数。

证证证明明明. 若 X ∼ N(µ, 1)，则

E[eitX2
] =

1√
2π

∫
R

exp
(

itx2 − (x − µ)2

2

)
dx

=
1√

1 − 2it
exp

(
iµ2t

1 − 2it

)
.

(1)由独立性，

ϕYn(t) =
n

∏
k=1

E[eitX2
k ] = (1 − 2it)−n/2 exp

(
it

1 − 2it

n

∑
k=1

k2

)
.

即

ϕYn(t) = (1 − 2it)−n/2 exp
(

it
1 − 2it

· n(n + 1)(2n + 1)
6

)
.

(2)此时

ϕX2
1
(t) = (1 − 2it)−1/2 exp

(
it

1 − 2it

)
.

条件于 N = m时，
ϕYN |N=m(t) = ϕX2

1
(t)m.

81



5.4. 习题5.1

因此

ϕYN(t) = E
[
ϕX2

1
(t)N

]
= exp

{
λ
(
ϕX2

1
(t)− 1

)}
.

即

ϕYN(t) = exp
{

λ

(
(1 − 2it)−1/2 exp

(
it

1 − 2it

)
− 1
)}

.

【习题 5.19】 (5.1.7) 设 X1, · · · , Xn 独立同分布，记

Sn = X1 + · · ·+ Xn.

(1)若矩母函数 M(t) = E[etX1 ]存在，证明尾概率估计

P(X1 ≥ a) ≤ inf
t>0

{e−atM(t)}.

(2)若 P(X1 = 1) = P(X1 = −1) = 1
2，试证明对任意 a > 0均有

P(Sn ≥ a) ≤ e−
a2
2n .

证证证明明明. (1)对任意 t > 0，由Markov不等式，

P(X1 ≥ a) = P(etX1 ≥ eta) ≤ e−taE[etX1 ] = e−taM(t).

再对 t > 0取下确界即得

P(X1 ≥ a) ≤ inf
t>0

{e−atM(t)}.

(2)对任意 t > 0，由 (1)作用于 Sn 得

P(Sn ≥ a) ≤ e−atE[etSn ] = e−at(E[etX1 ]
)n.

又

E[etX1 ] =
et + e−t

2
= cosh t.

并且

cosh t =
∞

∑
m=0

t2m

(2m)!
≤

∞

∑
m=0

(t2/2)m

m!
= et2/2.

因而

P(Sn ≥ a) ≤ exp
(
−at +

nt2

2

)
.

取 t = a
n，得到

P(Sn ≥ a) ≤ e−a2/(2n).
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【习题 5.20】 (5.1.8) 若随机变量 X的尾部概率对某正常数 K满足

P(|X| ≥ t) ≤ 2e−t2/K2
, ∀t ≥ 0,

则称 X为次高斯随机变量。证明
(1)若 X的矩母函数满足

E[esX] ≤ es2/2, ∀s ∈ R,

则 X为次高斯随机变量。
(2)次高斯随机变量的矩满足不等式

E[|X|p] ≤ (K1
√

p)p, ∀p ≥ 1.

这里 K1为不依赖 p的正常数。提示：必要时可以利用 Stirling公式

n! ∼ nne−n
√

2πn.

证证证明明明. (1)对任意 s, t > 0，由Markov不等式，

P(X ≥ t) = P(esX ≥ est) ≤ e−stE[esX] ≤ e−st+s2/2.

取 s = t，得
P(X ≥ t) ≤ e−t2/2.

同理对 −X也有
P(X ≤ −t) ≤ e−t2/2.

因而

P(|X| ≥ t) ≤ 2e−t2/2,

故 X为次高斯随机变量。
(2)由矩的尾积分公式，

E[|X|p] =
∫ ∞

0
ptp−1P(|X| > t) dt ≤ 2p

∫ ∞

0
tp−1e−t2/K2

dt.

作代换 u = t2/K2，得

E[|X|p] ≤ pKp
∫ ∞

0
up/2−1e−u du = pKpΓ(p/2) = 2KpΓ(p/2 + 1).

由 Stirling公式，存在常数 C > 0，使得对所有 p ≥ 1,

Γ(p/2 + 1) ≤ Cp pp/2.

因而

E[|X|p] ≤ (K1
√

p)p

对某个与 p无关的常数 K1成立。
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§ 5.5
习习习题题题5.2

【习题 5.21】 (5.2.2) 若 Xn, Yn 独立，X, Y也独立，且 Xn
D−→ X、Yn

D−→ Y，证明

Xn + Yn
D−→ X + Y.

证证证明明明. 由独立性，
ϕXn+Yn(t) = ϕXn(t)ϕYn(t).

又因为 Xn
D−→ X、Yn

D−→ Y，故对任意 t ∈ R,

ϕXn(t) → ϕX(t), ϕYn(t) → ϕY(t).

再由 X, Y独立，
ϕX(t)ϕY(t) = ϕX+Y(t).

因而

ϕXn+Yn(t) → ϕX+Y(t).

由 Lévy连续性定理，
Xn + Yn

D−→ X + Y.

【习题 5.22】 (5.2.3) 随机变量 X1, · · · , Xn 相互独立且服从柯西分布，证明

1
n

n

∑
k=1

Xk

亦服从柯西分布。

证证证明明明. 先计算标准柯西分布的特征函数。若 X服从密度

f (x) =
1

π(1 + x2)
,

则

ϕX(t) =
1
π

∫ ∞

−∞

eitx

1 + x2 dx.

当 t > 0时，考虑

g(z) =
eitz

1 + z2 ,

并取上半平面的半圆轮廓。由 Jordan引理，半圆弧上的积分趋于 0。轮廓内只有极点 z = i，
且

Res(g, i) = lim
z→i

eitz

z + i
=

e−t

2i
.

故由留数定理， ∫ ∞

−∞

eitx

1 + x2 dx = 2πi · e−t

2i
= πe−t.
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因而

ϕX(t) = e−t, t > 0.

又由于密度 f 是偶函数，

ϕX(t) =
1
π

∫ ∞

−∞

cos(tx)
1 + x2 dx,

从而 ϕX 是偶函数。故当 t < 0时，

ϕX(t) = ϕX(−t) = e−(−t) = et.

再加上 ϕX(0) = 1，综上
ϕX(t) = e−|t|, t ∈ R.

因而

ϕXk/n(t) = ϕXk

(
t
n

)
= e−|t|/n.

由独立性，

ϕ 1
n ∑n

k=1 Xk
(t) =

n

∏
k=1

ϕXk/n(t) =
(

e−|t|/n
)n

= e−|t|.

这与标准柯西分布的特征函数相同，故

1
n

n

∑
k=1

Xk

仍服从柯西分布。

【习题 5.23】 (5.2.5) 设 ϕn(t) = cosn t，t ∈ R。

(1)求特征函数 ϕ2(t)对应的分布函数；
(2)对一般的正整数 n，ϕn(t)是否为特征函数？回答并给出理由。

证证证明明明. (1)若定义随机变量 X满足

P(X = −2) =
1
4

, P(X = 0) =
1
2

, P(X = 2) =
1
4

,

则

ϕX(t) =
1
4

e−2it +
1
2
+

1
4

e2it = cos2 t.

因而 ϕ2对应的分布函数为

F2(x) =


0, x < −2,
1
4 , −2 ≤ x < 0,
3
4 , 0 ≤ x < 2,

1, x ≥ 2.

(2)对任意正整数 n，令 Y1, · · · , Yn 独立同分布，且

P(Yk = 1) = P(Yk = −1) =
1
2

.
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则

ϕYk(t) =
1
2
(eit + e−it) = cos t.

于是由独立性，

ϕY1+···+Yn(t) =
n

∏
k=1

ϕYk(t) = cosn t = ϕn(t).

因而对任意正整数 n，ϕn(t)都是特征函数。

§ 5.6
习习习题题题5.3

【习题 5.24】 (5.3.1) 试选择合适的数列 {µn}、{σn}证明

Xn − µn

σn

D−→ N(0, 1).

(1) Xn 服从参数为正整数 n的泊松分布；
(2) Xn 服从密度为

f (x) =
xn−1e−x

Γ(n)
1x≥0

的 Γ分布。

证证证明明明. (1)若 Y1, · · · , Yn 独立同分布且 Yi ∼ P(1)，则

X′
n := Y1 + · · ·+ Yn ∼ P(n),

即 X′
n 与 Xn 同分布。由 i.i.d. CLT，

X′
n − n√

n
D−→ N(0, 1).

因而取

µn = n, σn =
√

n,

就有
Xn − µn

σn

D−→ N(0, 1).

(2)若 Z1, · · · , Zn 独立同分布且每个 Zi 服从参数为 1的指数分布，则

X′
n := Z1 + · · ·+ Zn

的密度正是

f (x) =
xn−1e−x

Γ(n)
1x≥0.

于是 X′
n 与 Xn 同分布。再次由 i.i.d. CLT，

X′
n − n√

n
D−→ N(0, 1).
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故同样取

µn = n, σn =
√

n,

即得
Xn − µn

σn

D−→ N(0, 1).

【习题 5.25】 (5.3.3) 随机变量 X1, · · · , Xn 独立同分布且满足

P(X1 = 1) = P(X1 = −1) =
1
2

,

证明 √
3

n3/2

n

∑
k=1

kXk
D−→ N(0, 1).

证证证明明明. 记
Yn,k = kXk, 1 ≤ k ≤ n.

则 {Yn,k}n
k=1相互独立，且

E[Yn,k] = 0, Var(Yn,k) = k2.

令

B2
n =

n

∑
k=1

Var(Yn,k) =
n

∑
k=1

k2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
.

对任意 ε > 0，当 n充分大时，由于 Bn ≍ n3/2，便有

|Yn,k| = k ≤ n < εBn, 1 ≤ k ≤ n.

从而
n

∑
k=1

E
[
Y2

n,k; |Yn,k| > εBn

]
= 0,

所以 Lindeberg条件显然成立。由 Lindeberg-Feller CLT，

∑n
k=1 kXk

Bn

D−→ N(0, 1).

又

Bn

n3/2 =

√
(n + 1)(2n + 1)

6n2 −→ 1√
3

,

因而 √
3

n3/2

n

∑
k=1

kXk
D−→ N(0, 1).
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§ 5.7
习习习题题题5.5

【习题 5.26】 (5.5.12) Slutsky定理的叙述如下：设随机变量 {Xn}、{Yn}、{Zn}满足

Xn
D−→ X, Yn

P−→ b, Zn
P−→ c,

其中 X为随机变量，b, c为常数，则

XnYn + Zn
D−→ bX + c.

试利用 Slutsky定理回答如下问题：
(1)设随机变量列 {Xn}独立同分布，E[X1] = 0且二阶矩有限，令

X =
1
n

n

∑
k=1

Xk,

证明
∑n

k=1 Xk√
∑n

k=1(Xk − X)2

D−→ N(0, 1).

(2)随机变量列 {Xn}相互独立且满足

P(Xn = ±2n) =
1

2n+1 , P(Xn = ±1) =
1
2
− 1

2n+1 ,

证明
1√
n

n

∑
k=1

Xk
D−→ N(0, 1).

(3)随机变量列 {Xn}独立同分布，且满足 E[X1] = Var(X1) = 1。记

Sn =
n

∑
k=1

Xk,

证明
S3/2

n − n3/2

3
2 n

D−→ N(0, 1).

证证证明明明. (1)记 σ2 = Var(X1)。由 CLT，

∑n
k=1 Xk

σ
√

n
D−→ N(0, 1).

又
1
n

n

∑
k=1

(Xk − X)2 =
1
n

n

∑
k=1

X2
k − X 2.

由弱大数定律，
1
n

n

∑
k=1

X2
k

P−→ E[X2
1] = σ2, X P−→ 0.
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因而
1
n

n

∑
k=1

(Xk − X)2 P−→ σ2,
σ√

1
n ∑n

k=1(Xk − X)2

P−→ 1.

于是由 Slutsky定理，

∑n
k=1 Xk√

∑n
k=1(Xk − X)2

=
∑n

k=1 Xk

σ
√

n
· σ√

1
n ∑n

k=1(Xk − X)2

D−→ N(0, 1).

(2)不妨设
Xk = (1 − Bk)εk + Bk2kηk,

其中 {Bk}、{εk}、{ηk}相互独立，且

P(Bk = 1) = 2−k, P(εk = ±1) = P(ηk = ±1) =
1
2

.

这样定义的 Xk 正好具有题中的分布。记

Tn =
n

∑
k=1

εk, Rn =
n

∑
k=1

Bk(2
kηk − εk).

则
n

∑
k=1

Xk = Tn + Rn.

又因为
∞

∑
k=1

P(Bk = 1) =
∞

∑
k=1

2−k < ∞,

由第一 Borel-Cantelli引理，事件 {Bk = 1}只会发生有限次。故 Rn a.s. 最终为常数，从而

Rn√
n

a.s.−→ 0.

另一方面，由 CLT，
Tn√

n
D−→ N(0, 1).

因此由 Slutsky定理，
1√
n

n

∑
k=1

Xk =
Tn√

n
+

Rn√
n

D−→ N(0, 1).

(3)记
Tn =

Sn − n√
n

, Un =
Sn

n
.

由 CLT，
Tn

D−→ N(0, 1),

由弱大数定律，

Un
P−→ 1.
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又
S3/2

n − n3/2

3
2 n

= Tn ·
2
3
· U3/2

n − 1
Un − 1

.

记

g(u) =
2
3
· u3/2 − 1

u − 1
(u ̸= 1), g(1) = 1.

则 g在 u = 1处连续，故

g(Un)
P−→ 1.

再由 Slutsky定理，
S3/2

n − n3/2

3
2 n

D−→ N(0, 1).

§ 5.8
习习习题题题5.4

【习题 5.27】 (5.4.1) 随机变量X1, X2, . . .独立同分布，P(X1 = 1) = P(X1 = −1) = 1
2，

证明对任意δ > 0均有
1

n1/2+δ

n

∑
k=1

Xk
a.s.−→ 0.

证证证明明明. 如果只用Chebyshev不等式，你会发现只能做到δ > 1/2。我们尝试使用更高阶
矩。待定正整数 m。记

Sn =
n

∑
k=1

Xk.

对任意 ε > 0，由Markov不等式，

P

(∣∣∣∣ Sn

n1/2+δ

∣∣∣∣ > ε

)
= P

(∣∣∣∣ Sn

n1/2+δ

∣∣∣∣2m
> ε2m

)
≤ E|Sn|2m

ε2mnm+2mδ
.

下面估计 E|Sn|2m。展开得

ES2m
n =

n

∑
i1,...,i2m=1

E(Xi1 · · · Xi2m).

由于 Xi 独立且 EXi = 0，若某个指标只出现奇数次，则该项期望为 0。因此非零项中出现的
不同指标个数至多为 m。于是存在只依赖于 m的常数 Cm，使得

ES2m
n ≤ Cmnm.

从而

P

(∣∣∣∣ Sn

n1/2+δ

∣∣∣∣ > ε

)
≤ Cm

ε2m n−2mδ.
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选取正整数 m使得
2mδ > 1.

则
∞

∑
n=1

P

(∣∣∣∣ Sn

n1/2+δ

∣∣∣∣ > ε

)
< ∞.

由 Borel-Cantelli引理，
P

(∣∣∣∣ Sn

n1/2+δ

∣∣∣∣ > ε i.o.
)
= 0.

因此对任意固定的 ε > 0，几乎必然存在 N(ω)，使得当 n ≥ N(ω)时，∣∣∣∣ Sn

n1/2+δ

∣∣∣∣ ≤ ε.

再令 ε取所有正有理数，即得
Sn

n1/2+δ

a.s.−→ 0.

【习题 5.28】 (5.4.4) 设 {Xk}为独立同分布随机变量列，

EX1 = 0, Var(X1) = 1, E|X1|3 < ∞.

试用 Lindeberg替换法证明 CLT的收敛速度

sup
t∈R

∣∣∣∣∣P
(

1√
n

n

∑
k=1

Xk ≤ t

)
− Φ(t)

∣∣∣∣∣ = O(n−1/8).

这里 Φ(t)表示标准正态分布函数。

证证证明明明. 记

Sn =
n

∑
k=1

Xk, Wn =
Sn√

n
.

令 Y1, . . . , Yn 为独立同分布的标准正态随机变量，并且与 X1, . . . , Xn 独立。记

Zn =
1√
n

n

∑
k=1

Yk.

则 Zn ∼ N(0, 1)，所以
P(Zn ≤ t) = Φ(t).

取 ε > 0。存在光滑函数 ft,ε ∈ C3(R)，使得

1{x≤t} ≤ ft,ε(x) ≤ 1{x≤t+ε},

且

∥ f (3)t,ε ∥∞ ≤ Cε−3,

其中常数 C与 t, ε, n无关。
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下面估计

|E ft,ε(Wn)− E ft,ε(Zn)| .

逐个将 Xk 替换为 Yk。令

Tk =
1√
n
(Y1 + · · ·+ Yk−1 + Xk+1 + · · ·+ Xn) .

则 Tk 与 Xk, Yk 独立。由 Taylor展开，

ft,ε

(
Tk +

Xk√
n

)
= ft,ε(Tk) +

Xk√
n

f ′t,ε(Tk) +
X2

k
2n

f ′′t,ε(Tk) + Rk,X,

其中

|Rk,X| ≤
∥ f (3)t,ε ∥∞

6
|Xk|3
n3/2 .

同理，

ft,ε

(
Tk +

Yk√
n

)
= ft,ε(Tk) +

Yk√
n

f ′t,ε(Tk) +
Y2

k
2n

f ′′t,ε(Tk) + Rk,Y,

且

|Rk,Y| ≤
∥ f (3)t,ε ∥∞

6
|Yk|3
n3/2 .

因为

EXk = EYk = 0, EX2
k = EY2

k = 1,

且 Tk 与 Xk, Yk 独立，所以一阶项和二阶项在取期望后相消。因此∣∣∣∣E ft,ε

(
Tk +

Xk√
n

)
− E ft,ε

(
Tk +

Yk√
n

)∣∣∣∣ ≤ Cε−3n−3/2.

将 k = 1, . . . , n相加，得到

|E ft,ε(Wn)− E ft,ε(Zn)| ≤ Cε−3n−1/2.

于是

P(Wn ≤ t) ≤ E ft,ε(Wn) ≤ E ft,ε(Zn) + Cε−3n−1/2.

又因为

ft,ε(x) ≤ 1{x≤t+ε},

所以

E ft,ε(Zn) ≤ P(Zn ≤ t + ε) = Φ(t + ε).

因此

P(Wn ≤ t)− Φ(t) ≤ Φ(t + ε)− Φ(t) + Cε−3n−1/2.

由于标准正态密度有界，

Φ(t + ε)− Φ(t) ≤ Cε,
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故

P(Wn ≤ t)− Φ(t) ≤ Cε + Cε−3n−1/2.

另一方面，同理取光滑函数满足

1{x≤t−ε} ≤ gt,ε(x) ≤ 1{x≤t}, ∥g(3)t,ε ∥∞ ≤ Cε−3.

重复上述 Lindeberg替换，得到

|Egt,ε(Wn)− Egt,ε(Zn)| ≤ Cε−3n−1/2.

因此

P(Wn ≤ t) ≥ Egt,ε(Wn) ≥ Egt,ε(Zn)− Cε−3n−1/2.

又

Egt,ε(Zn) ≥ P(Zn ≤ t − ε) = Φ(t − ε),

所以

Φ(t)− P(Wn ≤ t) ≤ Φ(t)− Φ(t − ε) + Cε−3n−1/2 ≤ Cε + Cε−3n−1/2.

综上，对任意 t ∈ R，

|P(Wn ≤ t)− Φ(t)| ≤ Cε + Cε−3n−1/2.

取

ε = n−1/8,

得

|P(Wn ≤ t)− Φ(t)| ≤ Cn−1/8.

因此

sup
t∈R

∣∣∣∣∣P
(

1√
n

n

∑
k=1

Xk ≤ t

)
− Φ(t)

∣∣∣∣∣ = O(n−1/8).

【注 5.29】 核心是：先用光滑函数近似指标函数，再逐个把 Xi 替换成正态变量 Yi。因

为 Xi 与 Yi 的前两阶矩相同，Taylor展开中的一阶、二阶项会相消，只剩三阶余项。平滑误
差为 O(ε)，替换误差为 O(ε−3n−1/2)，取 ε = n−1/8即得结论。

【习题 5.30】 (5.4.5) {Xn}为独立同分布的随机变量列，

EX1 = 0, EX2
1 = 1,

且对所有 l ≥ 3均有
E|X1|l < ∞.

令

Sn = X1 + · · ·+ Xn.
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令 Hk(x)是 k阶 Hermite多项式，即满足

H0 = 1, (−1)kHk(x)ϕ(x) = ϕ(k)(x),

其中 ϕ是标准正态分布的密度函数。求证：

lim
n→∞

E

[
Hk

(
Sn√

n

)]
= 0, ∀k ≥ 1.

证证证明明明. 记

Wn =
Sn√

n
.

我们先证明：对任意固定的正整数 j，有

lim
n→∞

EW j
n = EZj,

其中 Z ∼ N(0, 1)。
展开得

EW j
n = n−j/2

n

∑
i1,...,ij=1

E(Xi1 · · · Xij).

由于 EX1 = 0且 Xi 独立，若某个指标只出现一次，则对应项期望为 0。
因此非零项中，每个出现的指标至少出现两次。若出现了 r个不同指标，则

r ≤ j
2

.

当 r < j/2时，这类项的总贡献至多为

O(nr)n−j/2 = o(1).

所以极限只可能来自 r = j/2 的情形。这要求 j 为偶数，并且每个出现的指标恰好出现
两次。设 j = 2m，则这种配对方式共有

(2m − 1)!!

种，且每一项的期望为

EX2
1 · · ·EX2

m = 1.

因此

lim
n→∞

EW2m
n = (2m − 1)!!.

若 j为奇数，则不存在 r = j/2的情形，故

lim
n→∞

EW j
n = 0.

这正是标准正态随机变量 Z的各阶矩，因此

lim
n→∞

EW j
n = EZj.
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由于 Hk(x)是一个 k次多项式，可写为

Hk(x) =
k

∑
j=0

ajxj.

于是由上面的矩收敛，

lim
n→∞

EHk(Wn) =
k

∑
j=0

aj lim
n→∞

EW j
n =

k

∑
j=0

ajEZj = EHk(Z).

最后计算 EHk(Z)。由 Z ∼ N(0, 1)，

EHk(Z) =
∫ ∞

−∞
Hk(x)ϕ(x) dx.

根据 Hermite多项式的定义，

Hk(x)ϕ(x) = (−1)kϕ(k)(x).

因此

EHk(Z) = (−1)k
∫ ∞

−∞
ϕ(k)(x) dx.

当 k ≥ 1时， ∫ ∞

−∞
ϕ(k)(x) dx = ϕ(k−1)(∞)− ϕ(k−1)(−∞) = 0.

故

EHk(Z) = 0, k ≥ 1.

从而

lim
n→∞

E

[
Hk

(
Sn√

n

)]
= 0, ∀k ≥ 1.

【注 5.31】 本题想法是先证明 Sn/
√

n的固定阶矩收敛到标准正态矩。展开矩时，由于
EXi = 0，只有指标成对出现的项在极限中保留下来，这正对应正态分布的矩。又因为 Hk是

多项式，所以可由矩收敛推出 EHk(Sn/
√

n) → EHk(Z)。最后利用 Hermite 多项式在标准
正态下满足 EHk(Z) = 0。

【习题 5.32】 (5.4.8) （Stein方法）试证明

X ∼ N(0, 1)

当且仅当对任意有界连续函数 g，若其导数 g′ 也有界连续，则总有

E[Xg(X)] = E[g′(X)].

提示：对标准正态分布 Z和有界连续函数 h，构造一个新的函数

g0(x) = ex2/2
∫ x

−∞
e−y2/2(h(y)− Eh(Z)

)
dy.
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证证证明明明. 先证必要性。若 X ∼ N(0, 1)，其密度为

ϕ(x) =
1√
2π

e−x2/2.

因为

ϕ′(x) = −xϕ(x),

所以

E[Xg(X)] =
∫ ∞

−∞
xg(x)ϕ(x) dx = −

∫ ∞

−∞
g(x)ϕ′(x) dx.

对右边分部积分，得

−
∫ ∞

−∞
g(x)ϕ′(x) dx = −

[
g(x)ϕ(x)

]∞

−∞
+
∫ ∞

−∞
g′(x)ϕ(x) dx.

由于 g有界且 ϕ(x) → 0，边界项为 0。因此

E[Xg(X)] = E[g′(X)].

下面证充分性。设对任意有界连续 g，且 g′ 有界连续时，都有

E[Xg(X)] = E[g′(X)].

我们要证明 X ∼ N(0, 1)。
令 Z ∼ N(0, 1)。任取有界连续函数 h，定义

g0(x) = ex2/2
∫ x

−∞
e−y2/2(h(y)− Eh(Z)

)
dy.

由于 ∫ ∞

−∞
e−y2/2(h(y)− Eh(Z)

)
dy = 0,

也可写为

g0(x) = −ex2/2
∫ ∞

x
e−y2/2(h(y)− Eh(Z)

)
dy.

由标准正态尾部估计可知，g0有界连续，且其导数也有界连续。

对 g0求导：

g′0(x) = xex2/2
∫ x

−∞
e−y2/2(h(y)− Eh(Z)

)
dy + h(x)− Eh(Z).

因此

g′0(x) = xg0(x) + h(x)− Eh(Z),

即

g′0(x)− xg0(x) = h(x)− Eh(Z).

由假设，将 g = g0代入，得到

E[Xg0(X)] = E[g′0(X)].
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因此

E
[
g′0(X)− Xg0(X)

]
= 0.

由上面的 Stein方程，
g′0(X)− Xg0(X) = h(X)− Eh(Z).

所以

Eh(X)− Eh(Z) = 0.

即

Eh(X) = Eh(Z)

对任意有界连续函数 h成立。
因此 X与 Z分布相同，即

X ∼ N(0, 1).

综上，命题得证。

【注 5.33】 本题的核心是 Stein方法中的一个基本刻画：

X ∼ N(0, 1) ⇐⇒ E[Xg(X)] = E[g′(X)]

对足够多的测试函数 g成立。
必要性来自正态密度的特殊性质

ϕ′(x) = −xϕ(x),

因此可以通过分部积分把 E[Xg(X)]转化为 E[g′(X)]。

充分性更有技巧。我们想证明 X和标准正态 Z分布相同，只需证明对任意有界连续函数
h，都有

Eh(X) = Eh(Z).

为此构造一个函数 g0，使它满足 Stein方程

g′0(x)− xg0(x) = h(x)− Eh(Z).

然后将 g0代入假设

E[Xg0(X)] = E[g′0(X)],

就得到

Eh(X) = Eh(Z).

所以 X必为标准正态分布。这个方法的强大之处在于：它把“证明分布接近正态”转化成了
“估计 Stein方程两边的误差”。

不光是正态分布，其他一些经典分布也有类似的 Stein 刻画，比如指数分布、泊松分布
等。通过构造合适的 Stein 方程，可以得到这些分布的刻画，从而在证明极限定理时提供了
一个强有力的工具。举个例子，值得同学们思考：
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（指数分布的 Stein刻画）设 λ > 0，W 是取值于 (0, ∞)的连续型随机变量，具有密度

q。证明：在适当正则条件下，
W ∼ Exp(λ)

当且仅当对任意 f ∈ C1
c (0, ∞)，均有

E f ′(W) = λE f (W).
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