
数学分析（B1）习题课讲义
第 1 次
胡洁洋

分析是极限的艺术。

作业解答

作业 1. (习题 1.1.1) 由 a 有理数, 设 a = p/q, p, q 为互质整数. 若 a+ b 有理数, 设

a+ b = u/v, 则

b =
u

v
− p

q
=

uq − vp

vq
∈ Q,

矛盾; 因 b 无理数, −b 也是, 由前所证, a− b 也是无理数. 类似可证 ab, b/a 无理数.

作业 2. (习题 1.1.2) 任取 x1 < x2, x1, x2 ∈ Q, 考虑

x0 =
x1 + (

√
2− 1)x2√
2

,

我们证明: 1) x1 < x0 < x2; 2) x0 为无理数.

1):

x0 − x1 = (
√
2− 1)(x2 − x0) =

√
2− 1√
2

(x2 − x1) > 0

2): 假设 x0 是有理数, 则由习题 1.1,

x0 − x2 =

√
2(x1 − x2)

2
,

左边是有理数, 但右边是无理数 (
√
2 无理数, 乘有理数 (x1 − x2)/2 还是无理数), 矛盾.

注. 构造来自高中解析几何常见的定比分点坐标公式, 要证明存在性, 最简单的方式就

是直接构造一个合乎题意的解,
√
2 换成任意正无理数都可以.

作业 3. (习题 1.1.3)
√
2 无理性课上已经讲过.

√
3 也是类似: 假设其为有理数, 设

√
3 = p/q, p, q 为互质正整数, 那么由

p2 = 3q2,
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3 | p, 设 p = 3r, 则 q2 = 3r2, 于是 3 | q, 进而 (p, q) ≥ 3 ̸= 1, 矛盾.
√
3 +

√
2: 假设其为有理数, 则 1/(

√
3 +

√
2) =

√
3−

√
2 也是有理数, 于是

√
2 =

1

2

[
(
√
3 +

√
2)− (

√
3−

√
2)
]

是有理数, 这不可能.

作业 4. (习题 1.1.6) 对 n 归纳. n = 1, 是恒等式. 对 n−1(n ≥ 2), 假设命题成立, 现
在来看 n. 当 a1+ · · ·+an ≤ −1, 左边 ≥ 0 ≥ 右边, 结论已经成立; 当 a1+ · · ·+an > −1,
由归纳假设,

(a1 + 1)(a2 + 1) · · · (an + 1) ≥ (a1 + · · ·+ an−1 + 1)(an + 1)

= 1 + a1 + a2 + · · ·+ an + (a1 + · · ·+ an−1)an

≥ 1 + a1 + a2 + · · ·+ an.

最后是因为 a1 + · · ·+ an−1, an > −1 且二者同号.

注. 很多同学没有分类 a1+ · · ·+ an 和 −1 的大小关系而是直接用了 n = 2 的归纳假设,
这是不对的, 因为不满足 n = 2 时候的条件, 所有数 ≥ −1. 一种修补的方案如上, 分类

讨论; 另一种方式是用了 n− 1 的归纳假设后, 直接计算

≥ (a1 + · · ·+ an−1 + 1)(an + 1) = 1 +
n∑

k=1

ak +
n−1∑
k=1

akan ≥ 1 +
n∑

k=1

ak.

作业 5. (习题 1.2.1)
(2) 任意 ε > 0, 取 N =

[
1
ε

]
+ 1, 当 n > N , 则∣∣∣∣sinn

n

∣∣∣∣ ≤ 1

n
< ε.

由定义知结论成立.

(4) 对任意 ε > 0, 取 N =
[
1
ε

]
+ 1, 对任意 n > N ,

n!

nn
=

1 · 2 · · ·n
n · n · · ·n

≤ 1

n
< ε.

由定义知结论成立.

注. 学好数学分析, 既需抓住问题的主干, 又得会处理问题的细节. 既需懂得分析函数

的大致走势, 又要会研究函数的局部性质. 要得到合适的量级, 要大胆放缩: 知道哪里

是主要部分, 不要动, 把次要的部分放大或缩小, 不改变太多整体的大小就可以了, 比如
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这里直接将三角函数大小放成 1, 以及直接把 n! 大于 2 的项全放成 n, 因为我们有一个

信念: 放缩完之后得到的东西还是比下面好很多. 如果太考虑细枝末节, 反而会考虑麻

烦. 在后面, 我们要研究 n! 更精细的渐近性态, 会得到以下结果 (Stirling 公式):

lim
n→∞

n!√
2πn

(
n
e
)n = 1,

也可以写成

n! ∼
√
2πn

(n
e

)n

, 当 n → ∞,

这时就需要我们仔细分析 n! 每一项的大小, 不能鲁莽.

作业 6. (习题 1.2.2) 由题意, 任给正数 ε/M , 存在 N , 使得当 n > N 时, |an − a| <
Mε/M = ε, 由定义知结论成立.

作业 7. (习题 1.2.3) 由题意, 任意正数 ε, 存在 N , 当 n > N 时, |an − a| < ε, 也就

是说, lim
n→∞

an = a.

作业 8. (习题 1.2.4) 由绝对值不等式, 0 ≤ ||an| − |a|| ≤ |an − a|, 根据夹逼原理, 也

有 lim
n→∞

|an| = |a|. 反例: an = (−1)n. 但若 a = 0, 实际上由极限定义, 对任意 ε > 0, 存

在 N , 使得任意 n > N , ||an|| = |an| < ε, 也就是说,

lim
n→∞

an = 0.

作业 9. (习题 1.2.6)
对任意 ε > 0, 由定义, 存在正整数 N1, 使得任意 n > N1, |a2n − a| < ε, 存在正整

数 N2, 使得任意 n > N2, |a2n+1 − a| < ε. 于是, 我们取 N = max{2N1 +2, 2N2 +2}, 任

意 n > N , 如果 n 为奇数, 则 (n− 1)/2 > N2, 于是 |an − a| < ε; 同样若 n 为偶数也有

|an − a| < ε, 也就是说不管怎样, 都有 |an − a| < ε, 由定义知

lim
n→∞

an = a.

作业 10. (习题 1.2.7(1)) 注意对任意正整数 n, |an − an+1| = n
n+1

+ n+1
n+2

> 1, 与

Cauchy 收敛准则矛盾.

注. 证明数列不收敛大致方法: 1. 定义 2. 证明不满足 Cauchy 收敛准则 3. 找到两个收

敛到不同极限的子列

作业 11. (习题 1.2.8)
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(1) 注意

lim
n→∞

4 +
5

n
+

2

n2
= 4, lim

n→∞
3 +

2

n
+

1

n2
= 3,

由极限除法运算,

lim
n→∞

4n2 + 5n+ 2

3n2 + 2n+ 1
= lim

n→∞

4 + 5
n
+ 2

n2

3 + 2
n
+ 1

n2

=
4

3
.

(4) 先化简 an.

an =
(22 − 1)(32 − 1) · · · (n2 − 1)

2232 · · ·n2

=
1 · 3 · 2 · 4 · 3 · 5 · · · (n− 1) · (n+ 1)

2232 · · ·n2

=
n+ 1

2n
,

于是其极限为 1
2
.

作业 12. (习题 1.2.13) 问题一: 由极限定义, 取 ε = (a− b)/2, 则存在正整数 N1, N2,
使得对任意 n > N1, |an − a| < (a− b)/2, 对任意 n > N2, |bn − b| < (a− b)/2. 那么从

项 max{N1, N2}+ 1 开始, an > a− (a− b)/2 = b+ (a− b)/2 > bn.

问题二就是问题一的逆否 (改变一下 a, b 的顺序), 从逻辑上说, 它们是等价的.

作业 13. (习题 1.2.14) 不妨 a ≥ b. 当 a > b 时, 由 13 题, 从某项开始, an > bn, 故

从某项开始, cn = an, dn = bn, 于是

lim
n→∞

cn = a, lim
n→∞

dn = b.

当 a = b 时, 对任意 ε > 0, 存在正整数 N1, N2, 使得对任意 n > N1, |an−a| < ε, 对
任意 n > N2, |bn − a| < ε, 所以当 n > N := max{N1, N2} 时, |cn − a| < ε, |dn − a| < ε,
于是结论也成立.

作业 14. (习题 1.2.15)
(1) 注意

0 <

(
1

(n+ 1)2
+

1

(n+ 2)2
+ · · ·+ 1

(2n)2

)
< n · 1

n2
=

1

n
→ 0, as n → ∞,

由夹逼原理得极限为 0.

(2) 注意

0 < (n+ 1)k − nk = nk

[(
1 +

1

n

)k

− 1

]
≤ nk · k

n
= knk−1 → 0,
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由夹逼原理得极限为 0.

(3) 注意
√
2 · 4

√
2 · · · 2n

√
2 = 21−

1
2n → 2, as n → ∞.

(4) 注意当 n ≥ 2 时,

1 ≤ n
√
n2 − n+ 2 ≤

(
n

1
n

)2

→ 1,

由夹逼原理得极限为 1.

(5) 由
n
√

cos2 1 ≤ n
√

cos2 1 + cos2 2 + · · ·+ cos2 n < n
√
n,

左右极限都是 1, 于是极限为 1.

作业 15. (习题 1.2.16) 不妨 a1 = max{a1, · · · , am}. 由

a1 =
n
√
an1 ≤ n

√
an1 + · · ·+ anm ≤ n

√
man1 = a1

n
√
m → a1,

结论成立.

补充

书写规范

改第一次作业时碰到不少书写问题. 通常以数学符号算式为核心, 适量辅以文字说

明 (但尽量不要没有); 规范归纳法、反证法的书写格式; 尽量避免 ∵,∴ 符号, 数学论文

更提倡用“因为/所以/因此/于是/从而/由此得/故”“since/thus/hence/therefore”等文字

衔接, 而不是符号缩写. 读者理解更顺畅. 请同学们多模仿教材上证明的书写过程, 慢

慢地成为自己的习惯.

有时候, 适当拆除自己思路的脚手架, 反而能让过程更加清晰. 以用定义证明数列

极限为例, 很多同学给定了 ε > 0, 想写取 N 的过程, 实际上可以把这些写在草稿纸 (熟
练后可不写) 上, 在写正式解答的时候直接写出取得的 N(ε) 值, 然后后面再进行放缩,
进行说理, 为什么取出来的 N 是合理的. 我们具体举一个简单的例子.

证明: lim
n→∞

sinn

n
= 0.

书写反例 1:
∀ε > 0,

∣∣∣∣sinn

n

∣∣∣∣ ≤ 1

n
< ε ⇒ n ≥

[
1

ε

]
+ 1,

所以取 N =

[
1

ε

]
+ 1. 由极限定义得 lim

n→∞

sinn

n
= 0.
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书写反例 2: 对任意 ε > 0, 取 N =

[
1

ε

]
+ 1, 对任意 n > N ,

∣∣∣∣sinn

n

∣∣∣∣ < ε, 由极限定义,

lim
n→∞

sinn

n
= 0.

书写示例: 对任意 ε > 0, 取 N =

[
1

ε

]
+ 1, 对任意 n > N ,

∣∣∣∣sinn

n

∣∣∣∣ ≤ 1

n
≤ 1

1/ε
= ε,

由极限定义, lim
n→∞

sinn

n
= 0.

附 1: 数学归纳法的书写格式
对于未熟练掌握此法者, 最好根据模版来写. 以下假设要证明一个关于 n(n ≥ 1)

的命题成立, 当然实际情况可能并不一定从 n = 1 出发, 那就从不同的起点奠基即可.
这里仅介绍第一和第二数学归纳法, 螺旋、反向归纳法不作介绍, 感兴趣者可自己搜索.

第一数学归纳法:

当 n = 1 时, 命题成立; 对 n(n ≥ 1), 假设命题成立; 下面考虑 n+ 1 的情形.

· · · , 于是, 对 n+ 1, 命题也成立, 由归纳法原理, 结论得证.

第二数学归纳法:

当 n = 1 时, 命题成立; 对小于 n(n ≥ 2) 的情况, 假设命题成立; 下面考虑 n 的情

形.

· · · , 于是, 对 n+ 1, 命题也成立, 由归纳法原理, 结论得证.

实际上, 很多时候可以无脑用第二数学归纳法, 因为其包含了第一归纳法的假设.

附 2: 一些记号
常用 := 表示“被定义为”, 用来定义新的变量、函数等, 例如:

f(x) := x2 + 1, an :=
1

nα
.

记两个集合的无交并为 ⊔: 主要用于强调两个集合没有交集, 例如

R = Q ⊔Qc,

如果是很多集合, 也可用

A =
n⊔

k=1

Ak
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表示一族集合的无交并, 类似

A =
n⋃

k=1

Ak, A =
n⋂

k=1

Ak

的记号也是合理的.

记有限或按指标集合的乘积为
∏

:

n∏
k=1

ak,
∏
i∈I

xi.

常约定空乘积等于 1: ∏
∅

(·) = 1.

记集合 {1, 2, · · · , n} := [n], 尤其常用于组合学.

恒等 (对自变量域内处处相等) 常记为

f ≡ g,

当然这个符号也用来表达同余.

为表示数集, 如 N,Z,Q,R,C, 通常不用一般的字体, 而是采用黑板粗体表示, 否则

比如在写极限定义证明题, 会出现如: N ∈ N 这种混淆. 在纸笔书写中, 用“加一条短的

平行竖线”来模拟黑板粗体, 如图 1.

图 1: 常用数集符号的书写示意

补充题

例 0.1 (e 的无理性). 证明: e 是无理数.

证明. 上课已经指出

e = lim
n→∞

n∑
k=1

1

k!
:= lim

n→∞
an,
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假设 e =
p

q
, p, q 是互质正整数, 上课已经指出 2 < e < 3, 所以 q ≥ 2. 则当 n > q,

an − aq =
1

(q + 1)!
+ · · ·+ 1

n!

≤ 1

(q + 1)!

(
1 +

1

q + 2
+ · · ·+ 1

(q + 2)n−q−1

)
<

1

(q + 1)!

1

1− 1/(q + 2)

=
q + 2

(q + 1)!(q + 1)

<
1

q!q
(用到q(q + 2) < (q + 1)2),

又 e = p/q, 得 q!e − q!aq 都是整数, 于是 q!e − q!aq ≥ 1, 由

q!e − q!aq = lim
n→∞

q!(an − aq) ≤ lim
n→∞

q! · 1

q!q
≤ 1

2
,

矛盾.

注. 这个例题告诉我们 e 是无理数, 实际上, π 也是无理数. 判定一个数的无理性是比较

困难的, 有同学在作业中由于
√
2 和

√
3 是无理数, 就认为它们的和一定是无理数, 但

这不一定对, 比如
√
2+ (−

√
2) 就是有理数. 另外, 人们到现在还不知道 e+ π 是不是无

理数.

例 0.2 (压缩映射定理). 设函数 f : [a, b] → [a, b], 且存在常数 L ∈ (0, 1) 使对任意

x, y ∈ [a, b] 都有

|f(x)− f(y)| ≤ L |x− y|,

(该条件称为 Lipschitz 条件), 则 f 有且仅有一个不动点 x∗ ∈ [a, b], 即 f(x∗) = x∗.

证明. 存在性. 任取 x0 ∈ [a, b], 令 xn+1 = f(xn). 由 f([a, b]) ⊂ [a, b], 得 {xn} ⊂ [a, b],
于是定义良好, 接下来我们证明: {xn} 极限存在, 只需证明它是 Cauchy 列. 注意到

|xn+1 − xn| = |f(xn)− f(xn−1)| ≤ L|xn − xn−1| ≤ · · · ≤ Ln|x1 − x0|

因此对 m > n,

|xm − xn| ≤
m−1∑
k=n

|xk+1 − xk| ≤ |x1 − x0|
∞∑
k=n

Lk =
Ln

1− L
|x1 − x0| ≤

b− a

1− L
Ln.

对任意 ε > 0, 取 N = max{1,
[
logL

(1−L)ε
b−a

]
+ 1}, 则任意 m,n > N , |xm − xn| < ε, 即

{xn} 是 Cauchy 列, 于是收敛. 记极限为 x∗, 下证 f(x∗) = x∗. 由 Lipschitz 条件, f 连
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续 (留给同学们), 于是

f(x∗) = lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

xn+1 = x∗.

唯一性. 反证法. 假设存在 x∗ ̸= x∗∗ 都是不动点, 则

|f(x∗)− f(x∗∗)| = |x∗ − x∗∗|,

矛盾, 综上, 不动点唯一.

例 0.3. 设数列 {xn} 收敛, 证明: 它有单调子列.

证明. 设 lim
n→∞

xn = x0. 若存在无穷多项 xn = x0, 结论已成立; 否则由抽屉原理, 集合

A := {n : xn > x0}, B := {n : xn < x0} 至少有一个有无穷多项, 不妨是 A. 先证明: 任

意 ε > 0,
#([x0, x0 + ε] ∩ A) = ∞.

由题意, 若此结论不成立, 则存在 N1, 使得任意 n > N1, n ∈ A, xn > x0 + ε. 但由极限

定义, 存在 N , 任意 n > N , |xn − x0| < ε, 所以 A ⊂ [max{N,N1}], 必有限, 矛盾.

回原题, 递归取以下子列: xk1 ∈ A 任取, xkn+1 ∈ [x0,
xnk

+x0

2
] ∩ A, 前面已证总可以

这么取.

介绍: 上下极限

好多同学在没证明极限的良定性时就直接写表达式 limn→∞ xn = · · · 这种式子, 是

不可以的. 为了解决极限不一定存在的问题, 我们可以用上下极限来规避极限不一定存

在的问题. 它的出发点是来自 (老师似乎讲过的) 极限存在的这样一个等价命题 (子列

判别法):

数列 {xn} 极限存在等价于其任意子列收敛到同一极限.

当然这个命题的使用通常是去证明某个极限不存在: 只需找到两个收敛到不同极

限的子列. 那么我们现在思考: 如果我们记 x 为 {xn} 所有收敛子列或发散到无穷的极

限的上确界, x 为为 {xn} 所有收敛子列或发散到无穷的极限的下确界, 根据确界存在

原理, x, x 一定存在, 所以, 极限存在就等价于 x = x, 这给了我们定义以下上下极限的

灵感.

设实数列 {xn}n≥1 给定. 记尾部上确界与下确界序列:

sn := sup
k≥n

xk, in := inf
k≥n

xk.
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定义 0.4 (上下极限). 称

lim
n→∞

xn := lim
n→∞

sn = inf
n≥1

sup
k≥n

xk, lim
n→∞

xn := lim
n→∞

in = sup
n≥1

inf
k≥n

xk.

它们总存在于扩展实数 R := R ∪ {±∞}. 记

x := lim
n→∞

xn, x := lim
n→∞

xn.

命题 0.5 (基本性质). 对任意实数列 (xn), 有:

(a) (sn) 单调不增且有下界, 因此 lim sn 存在于 R. 同理 (in) 单调不减且有上界, 因
此 lim in 存在于 R.

(b) 总有 x ≤ x.

(c) xn 收敛当且仅当 x = x = L, 此时 limxn = L.

(d) 若 x < +∞, 则对每个 ε > 0, 存在 N 使得 xn ≤ x + ε 对所有 n ≥ N 成立. 若
x > −∞, 则对每个 ε > 0, 存在 N 使得 xn ≥ x− ε 对所有 n ≥ N 成立.

证明. (1) 由定义可见 sn+1 = supk≥n+1 xk ≤ supk≥n xk = sn, 故单调不增. 下界由例如

infk≥1 xk 保证. (in) 类似.
(2) 由 in ≤ sn 对所有 n 成立, 取极限得 x ≤ x.
(3) 若 xn → L, 则 sn ↓ L 与 in ↑ L, 故上下极限同为 L. 反过来若 x = x = L, 则对任意

ε > 0, 存在 N1, N2 使 in > L − ε 与 sn < L + ε 对 n ≥ N := max{N1, N2} 成立, 从而

L− ε < xn < L+ ε 对 n ≥ N 成立, 即 xn → L.
(4) 由 sn ↓ x 得存在 N 使 sn < x + ε, 于是对 k ≥ n 有 xk ≤ sn < x + ε. 另一端类

似.

定理 0.6 (用极限点刻画). 设 E 为 (xn) 的聚点集合, 即存在子列收敛到 y 的所有极限

y. 则
x = supE, x = infE.

并且存在子列 xnj
→ x 与子列 xmj

→ x.

注 (常用判定技巧). 当直接判断 limxn 困难时, 可先估计 lim 与 lim. 若能分别夹住到

同一极限 L, 则得到收敛结论. 而且关键的一点是: 数列的极限不一定存在, 但是数列

的上下极限必定存在.

例 0.7. 设 xn = (−1)n + 1
n
. 则

lim
n→∞

xn = 1, lim
n→∞

xn = −1.
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说明: 偶数项 1 + 1
n
↓ 1, 奇数项 −1− 1

n
↑ −1. 因此尾部上确界趋于 1, 尾部下确界趋于

−1.

例 0.8 (sinn 的上下极限). 设 xn = sinn. 则

lim
n→∞

xn = 1, lim
n→∞

xn = −1.

说明: 因为 1/(2π) 为无理数, 序列 {n mod 2π} 在 [0, 2π) 稠密. 因此可取子列 nk → ∞
使 nk → π

2
与 nk → 3π

2
(模 2π) 分别成立, 于是 sinnk → 1 与 sinnk → −1. 结合极限点

刻画定理得结论.

对于函数, 我们同样可定义上下极限:

lim
x→x0

f(x) = lim
δ→0+

sup
0<|x−x0|<δ

f(x), lim
x→x0

f(x) = lim
δ→0+

inf
0<|x−x0|<δ

f(x),

且有

lim
x→x0

f(x) = s ⇔ lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

f(x) = s.

一些上课没有证明的命题

命题 0.9. 记

an =
n∑

k=1

1

kα
,

当 0 < α ≤ 1 时, {an} 发散到正无穷, 当 α > 1 时, {an} 收敛. 如果用无穷求和的记号,
也就是说,

∞∑
k=1

1

kα

= ∞, 0 < α ≤ 1,

< ∞, α > 1.

证明. 数列 {an} 严格递增.

发散情形 0 < α ≤ 1. 分组放缩. 由

a2m = 1 +
1

2α
+

m∑
j=2

2j∑
k=2j−1+1

1

kα
≥ 1 +

1

2
+

1

2

m∑
j=2

2 j(1−α) ≥ m+ 1

2
,

因而 a2m → ∞, 由单调性得 an → ∞.

收敛情形 α > 1. 仍按同样的分组, 但此时用上界

2j∑
k=2j−1+1

1

kα
≤ 2 j−1 · 1

(2j−1)α
= 2−(j−1)(α−1).
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因而

2m∑
k=1

1

kα
= 1 +

m∑
j=1

2j∑
k=2j−1+1

1

kα
≤ 1 +

m∑
j=1

2−(j−1)(α−1) = 1 +
1− 2−m(α−1)

1− 2−α+1
<

2− 2−α+1

1− 2−α+1
,

也就是对任意正整数 m, am < a2m <
2− 2−α+1

1− 2−α+1
, 由单调收敛定理得 {an} 收敛.

注. Euler 得到了
∞∑
k=1

1

k2
=

π2

6
.

定理 0.10 (∞/∞ 型 Stolz 定理). 设 {an}, {bn} 是两个数列, 且 {bn} 严格递增趋于 ∞.
若

lim
n→∞

an+1 − an
bn+1 − bn

= A,

则

lim
n→∞

an
bn

= A,

这里 A ∈ [−∞,∞].

证明. 无从下手时, 先用定义翻译条件. 当 A ∈ R 时, 由定义, 对任意 ε > 0, 存在 N , 任

意 n > N ,
A− ε <

an+1 − an
bn+1 − bn

< A+ ε,

即

(A− ε)(bn+1 − bn) < an+1 − an < (A+ ε)(bn+1 − bn),

作累加, 得

(A− ε)(bn − bN+1) < an − aN+1 < (A+ ε)(bn − bN+1),

当 n 充分大时, bn > 0, 三式同除 bn, 得

aN+1 − AbN+1

bn
− ε

(
1− bN+1

bn

)
<

an
bn

− A <
aN+1 − AbN+1

bn
+ ε

(
1− bN+1

bn

)
.

注意到 aN+1, bN+1, 都是关于 ε 的常数, 取 n → ∞, 得

−ε ≤ lim
n→∞

an
bn

− A ≤ lim
n→∞

an
bn

− A ≤ ε.

又注意到 ε 的任意性, 得

lim
n→∞

an
bn

− A = lim
n→∞

an
bn

− A = 0,
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即

lim
n→∞

an
bn

= A.

当 A = +∞(−∞ 类似), 任意 M > 0，存在 N 使得对所有 n ≥ N，

an+1 − an
bn+1 − bn

> M.

因 {bn} 严格递增，bn+1 − bn > 0，于是

an+1 − an > M (bn+1 − bn).

将上式对 k = N, . . . , n− 1 累加，得对一切 n > N，

an − aN > M (bn − bN).

当 n 充分大时有 bn > 0，两边同除以 bn，得到

an
bn

> M

(
1− bN

bn

)
+

aN
bn

.

令 n → ∞，由 bn → ∞ 可得

lim
n→∞

an
bn

≥ M.

由于 M > 0 任意，故

lim
n→∞

an
bn

= +∞.

注. 这里我们使用了分析学极其常见的技巧: epsilon-room. 其精神是: 要证明 A = B,
只需证明对任意 ε > 0, A ≥ B − ε, A < B + ε. 也就是说, 分析学的所有等式都是不等

式. 留出一个 ε 的大小, 退一步海阔天空. 0/0 情形请同学们自己完成.

定理 1.28-30

定理 0.11. 若当 x → x0 时, 函数 f(x) 有极限 l, 则:

1◦ 极限是唯一的.

2◦ f(x) 在 x0 的附近有界, 即存在正数 M, δ, 当 0 < |x− x0| < δ 时, 有 |f(x)| ≤ M .

3◦ 若 a < l < b, 则在 x0 的附近, 有 a < f(x) < b, 即存在 δ > 0, 当 0 < |x− x0| < δ

时, 有 a < f(x) < b.

证明. 1◦ 假设同时有 l1 ̸= l2. 取 ε = 1
3
|l1− l2| > 0. 由极限定义, 当 x 充分靠近 x0 时, 同

时有 |f(x)−l1| < ε 与 |f(x)−l2| < ε, 则 |l1−l2| ≤ |l1−f(x)|+|f(x)−l2| < 2ε = 2
3
|l1−l2|,
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矛盾.

2◦ 取 ε = 1. 则存在 δ > 0 使 0 < |x−x0| < δ 时 |f(x)− l| < 1. 于是 |f(x)| ≤ |l|+1.
取 M = |l|+ 1 即得.

3◦ 令 ε = 1
2

min{b− l, l − a} > 0. 若 |f(x)− l| < ε, 则 l − ε > a 与 l + ε < b, 从而

a < f(x) < b.

定理 0.12. 设当 x → x0 时, 函数 f(x) 与 g(x) 分别以 l 与 l′ 为极限, 则:

1◦ 若在 x0 的附近有 f(x) > g(x), 则 l ≥ l′.

2◦ 若 l > l′, 则在 x0 的附近必有 f(x) > g(x).

3◦ 由 1◦ 与 2◦ 推出: 若在 x0 的附近有 f(x) ≥ 0, 则 l ≥ 0; 若 l > 0, 则在 x0 的附近

有 f(x) > 0.

证明. 设 h(x) = f(x)− g(x), 则 h(x) → l − l′. (用到 1.30, 不过 1.30 不依赖于 1.29)

1◦ 若在 x0 的附近 h(x) > 0, 而又假设 l − l′ < 0, 取 ε = −(l − l′)/2 > 0, 则充分靠

近 x0 时 h(x) < (l − l′) + ε = (l − l′)/2 < 0, 矛盾. 故 l − l′ ≥ 0, 即 l ≥ l′.

2◦ 取 ε = 1
3
(l − l′) > 0. 充分靠近 x0 时, 有 |f(x) − l| < ε 与 |g(x) − l′| < ε. 于是

f(x) ≥ l − ε > l′ + ε ≥ g(x), 从而 f(x) > g(x).

3◦ 令 g ≡ 0 即得.

定理 0.13. 设当 x → x0 时, 函数 f(x) 与 g(x) 有极限, 则 f(x)± g(x), f(x)g(x), f(x)

g(x)
(当 lim

x→x0

g(x) ̸= 0 时) 均有极限, 且

1◦ lim
x→x0

(
f(x)± g(x)

)
= lim

x→x0

f(x)± lim
x→x0

g(x).

2◦ lim
x→x0

f(x)g(x) =
(

lim
x→x0

f(x)
)(

lim
x→x0

g(x)
)

; 特别地, lim
x→x0

c f(x) = c lim
x→x0

f(x), 其中
c 为常数.

3◦ lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

lim
x→x0

f(x)

lim
x→x0

g(x)
, 其中 lim

x→x0

g(x) ̸= 0.

证明. 设 lim f = l, lim g = l′.

1◦ 由三角不等式,
∣∣[f(x)± g(x)]− (l ± l′)

∣∣ ≤ |f(x)− l| + |g(x)− l′|, 右端可同时小

于任意给定 ε > 0.

2◦ 先用定理 1.28 的 2◦ 得 f, g 在 x0 的附近有界, 取界为 |f(x)| ≤ |l| + 1, |g(x)| ≤
|l′|+ 1. 则

|f(x)g(x)− ll′| = |f(x)g(x)− lg(x) + lg(x)− ll′| ≤ |f(x)− l| |g(x)|+ |l| |g(x)− l′|

≤ (|l′|+ 1) |f(x)− l|+ |l| |g(x)− l′|,
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右端随 x → x0 而趋于 0. 常数倍的情形取 g ≡ c 即可.

3◦ 先证 g(x) ̸= 0 在 x0 的附近成立并且 1/g(x) → 1/l′. 由于 l′ ̸= 0, 取 0 < η < |l′|,
则充分靠近 x0 时 |g(x)− l′| < η, 从而 |g(x)| ≥ |l′| − η > 1

2
|l′|. 于是∣∣∣∣ 1

g(x)
− 1

l′

∣∣∣∣ = |g(x)− l′|
|g(x)| |l′|

≤ 2

|l′|2
|g(x)− l′| → 0.

由 f · (1/g) → l · (1/l′) 与 2◦ 即得.

注. 由此可见, 数列极限和函数极限的证明几乎是差不多的, 就是离散和连续版本的不

同罢了. 从函数的极限的邻域定义可能会觉得还是有一些差别, 但我们还知道一个极限

的等价定义 (Heine 判别法): 设 f : D → R, a ∈ R. lim
x→x0

f(x) = a ⇐⇒ 对任意数列

{xn} ⊂ D \ {x0}, 若 xn → x0, 则 f(xn) → a. 这个定义可能就更能彰显数列与函数极限

之联系. 后面, 当我们要证明一些积分不等式, 会发现很多积分不等式也就是离散不等

式的推广, 证明方法也是几乎一致的. 有时如果连续的问题找不到思路, 可以试试想一

想离散版本的问题应该怎么做, 再把方法推广到连续.
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数学分析（B1）作业解答
第二次

胡洁洋

作业 1. (习题 1.2.17)
(2) 由 {an} 严增, 只需证明 {an} 有上界. 由

an =
n∑

k=1

1

3k + 1
<

n∑
k=1

1

3k
=

1

3

1− (1/3)n

1− 1/3
<

1

2
,

及单调收敛定理知 {an} 收敛.

(4) 由

|an+p−an| =

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

cos k
k(k + 1)

∣∣∣∣∣ ≤
n+p∑

k=n+1

∣∣∣∣ cos k
k(k + 1)

∣∣∣∣ ≤ n+p∑
k=n+1

1

k(k + 1)
=

1

n+ 1
− 1

n+ p+ 1
<

1

n+ 1
,

当 n → ∞, 1
n+1

→ 0, 于是 supp≥0 |an+p − an| → 0, 由 Cauchy 收敛准则, {an} 收敛.

注. 这里 A, B 是根据待定系数法确定的.

作业 2. (习题 1.2.18)
(1) 记 bn = n, cn = cn, 由 {cn} 严增趋于 ∞,

lim
n→∞

bn+1 − bn
cn+1 − cn

= lim
n→∞

1

(c− 1)cn
= 0,

由 Stolz 定理,
lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn
cn

= 0.

(3) 由均值不等式, an+1 =
1

2

(
an +

a

an

)
≥

√
an ·

a

an
, 得 an ≥

√
a, 当 n ≥ 1.

再由 an+1 − an =
1

2

a− a2n
an

, 当 n ≥ 1, 数列 {an}n≥1递减, 且大于
√
a, 由单调收敛

定理知 {an} 收敛到极限 b ≥
√
a, 下证 b =

√
a. 对递推式 an+1 =

1

2

(
an +

a

an

)
左右取

极限, 知

b =
1

2

(
b+

a

b

)
,

解得 b =
√
a, 于是 {an} 收敛到极限

√
a.

(5) 递推式 an+1 = sin an, 先归纳证明 0 < an+1 < an < π/2.
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对 n = 1, 由 0 < 1 < π/2, 0 < a2 = sin a1 < a1 < π/2, 成立. 对 n(n ≥ 1), 假设成

立, 来看 n + 1. 由归纳假设, an+1 ∈ (0, π/2), 故 0 < an+2 = sin an+1 < an+1 < π/2, 由

归纳法原理知结论成立. 回原题, 我们有 {an} 单调递减, 且 an > 0, 从而 an 收敛到极

限 0 ≤ a < 1. 在递推式两边取极限, 有

a = sin a,

当 a ̸= 0 时, 式子不成立, 故 a = 0.

作业 3. (习题 1.2.21) 由题意,

an
bn

≥ an+1

bn+1

> 0,

由单调收敛定理, 数列
{
an
bn

}
收敛, 故 an = bn ·

an
bn

收敛.

作业 4. (习题 1.2.22) 记数列 bn :=

(
1 +

1

n

)n

, 则 {bn} 的任意子列均收敛到 e.

(1) an = b2n+1 → e, 当 n → ∞.

(2) an =
1

bn−3

(
n− 3

n− 2

)4

→ 1

e , 当 n → ∞.

(3) an =
1

bn+1

(
n+ 2

n+ 1

)
→ 1

e , 当 n → ∞.

(4) an = b2n3 → e2, 当 n → ∞.

作业 5. (习题 1.3.2)
(2) 在 1 的任意去心邻域内,

xn − 1

x− 1
≡ xn−1 + xn−2 + · · ·+ 1.

由极限四则运算, 及右边每项趋于 1 的极限均为 1, 故右边趋于 1 的极限为 n, 进而

lim
x→1

xn − 1

x− 1
= lim

x→1
xn−1 + xn−2 + · · ·+ 1 = n.

(4) 由 lim
x→∞

3x+ 6

5x− 1
=

3

5
, lim

x→∞

8x− 5

5x− 1
=

8

5
, 及极限四则运算, 知

lim
x→∞

(3x+ 6)70(8x− 5)20

(5x− 1)90
= lim

x→∞

(
3x+ 6

5x− 1

)70 (
8x− 5

5x− 1

)20

=
370 · 820

590
.

作业 6. (习题 1.3.4)
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对任意 ε > 0, 存在正实数 M , 使得对任意 x > M , |f(x)− l| < ε. 对这个 M , 存在

正整数 N , 使得对任意 n > N , an > M , 从而 |f(an)− l| < ε. 由极限定义知

lim
n→∞

f(an) = l,

特别地, 取 an = n 即得

lim
n→∞

f(n) = l.

作业 7. (习题 1.3.7)
由 y = sinx 是奇函数, 只需证明 α ≥ 0 情形. α = 0 左右都是 0; 下考虑 α > 0.

由 lim
x→0

sinx

x
= 1, 对任意 ε ∈ (0, 1), 存在 0 < δ < π/2, 对任意 x ∈ (0, δ),

1− ε <
sinx

x
< 1 ⇐⇒ (1− ε) x < sinx < x,

于是, 当 n > N :=
[α
δ

]
+ 1,

(1− ε)
kα

n2
< sin kα

n2
<

kα

n2
, 1 ≤ k ≤ n.

对 k 从 1 到 n 求和,

(1− ε)
n+ 1

2n
α <

n∑
k=1

sin kα

n2
<

n+ 1

2n
α, n >

[α
δ

]
+ 1,

从而

0 >

n∑
k=1

sin kα

n2
− (n+ 1)α

2n
> −ε

n+ 1

2n
α ≥ −αε,

即

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

sin kα

n2
− (n+ 1)α

2n

∣∣∣∣∣ < αε, 任意 n > N . 由极限定义,

lim
n→∞

n∑
k=1

sin kα

n2
= lim

n→∞

(
sin kα

n2
−−(n+ 1)α

2n

)
+ lim

n→∞

(n+ 1)α

2n
= 0 +

α

2
=

α

2
.

注. 如果用上下极限 (见上次习题课), 这题的过程会好写很多, 不妨一试; 另外, 这道题

也是 ε-room 思想的一次体现. 当然, 这题的其他方法也很多, 比如三角等差数列求和公

式.

作业 8. (习题 1.3.8)
由定义, 对任意 ε > 0, 存在 M > 0, 任意 |x| > M , |f(x) − l| < ε, 于是任意
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|x| < 1/M , x ̸= 0, ∣∣∣∣f (
1

x

)
− l

∣∣∣∣ < ε.

由函数极限定义得证.

叙述: 若 lim
x→+∞

f(x) = l, 则 lim
x→0+

f

(
1

x

)
= l; 若 lim

x→−∞
f(x) = l, 则 lim

x→0−
f

(
1

x

)
= l,

证明类似上面, 只不过把 |x| > M 的绝对值去掉, 不做赘述.

注. 由此可见, 在分析里很多时候, ∞ 和 0 是等价的! 这点等同学们学习了复变函数, 会

有更深刻的体会.

作业 9. (习题 1.3.14)
只证 +∞ 情形. 在正方向无限远离原点时, 设曲线 C 与 l 在横坐标 x 处的点分别

为 M,N , MH⊥L 于 H, 则
|MH|
|ML|

=
1√

a2 + 1
, 于是,

L为f(x) → +∞渐近线 ⇔ lim
x→+∞

|MH| = 0 ⇔ lim
x→+∞

|ML| = 0 ⇔ lim
x→+∞

(f(x)− ax) = b.

“⇒”: 若 lim
x→+∞

(f(x)− ax− b) = 0, 除以 x 知 lim
x→+∞

f(x)

x
− a = 0.

“⇐”: b = lim
x→+∞

(f(x)− ax) 当然能推出 lim
x→+∞

(f(x)− ax− b) = 0.

求渐近线方程:

(1) 先考虑水平、垂直渐近线. 由于

lim
x→∞

y(x) = ∞,

不存在水平渐近线; 当 x → −(1/e)−, y(x) → +∞, 所以 x = −1/e 是一条垂直渐近线.

再考虑斜渐近线. 由

y

x
= ln

(
e + 1

x

)
→ 1, as x → ∞,

及

y − x = x ln
(
1 +

1

ex

)
∼ x · 1

ex =
1

e , as x → ∞,

于是知斜渐近线为 y = x+ 1/e.

(2) 类似求得渐近线为: x = 1, y = 3x+ 1.

作业 10. (习题 1.3.9)

(1) tan 2x

sin 5x
∼ 2x

5x
=

2

5
, x → 0, 于是极限为

2

5
.

(2) cosx− cos 3x
x2

=
1− x2/2− 1 + (3x)2/2 + o(x2)

x2
= 4 + o(1), x → 0, 于是极限
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为 4.

(3) 当 x > 114514, 0 <
x+ 1

2x− 1
< 0.1919, 于是此时 0 <

(
x+ 1

2x− 1

)x

< 0.1919x → 0,

当 x → ∞. 由夹逼定理, lim
x→+∞

(
x+ 1

2x− 1

)x

= 0.

(4)

lim
x→∞

(
x2 + 1

x2 − 1

)x2

t=(x2−1)/2
= lim

t→+∞

(
1 +

1

t

)2t+1

= e2.

作业 11. (习题 1.3.12) 设 k 为正整数, 则

y
(
2kπ +

π

2

)
= 2kπ +

π

2
→ +∞, as k → ∞; y (2kπ) = 0, as k → ∞,

由定义知函数在 R+ 无界但非无穷大量.

作业 12. (习题 1.3.13) 类似 1.3.12,

y

(
1

2kπ

)
= 2kπ → +∞, as k → ∞,

故无界, 又当 x → 0+ 时, 由

y

(
1

2kπ + π
2

)
= 0

知并非无穷大量.

作业 13. (习题 1.3.18)
(3)

n
√
1 + sinx− 1

arctanx
∼

sinx
n

x
∼

x
n

x
=

1

n
, as x → 0.

(4)

√
2−

√
1 + cosx

sin2 x
=

1− cosx
sin2 x(

√
2 +

√
1 + cosx)

∼
x2

2

x2 · 2
√
2
=

√
2

8
, as x → 0.

(5) √
1 + x+ x2 − 1

sin 2x
∼

x+x2

2

2x
→ 1

4
, as x → 0.
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数学分析（B1）习题课讲义
第 4 次 (期中 Final Lap)

胡洁洋

作业解答 (11.3,11.5)

作业 1. (习题 3.5.11) (1) y = 1
x
, y′ = − 1

x2 , y′′ = 2
x3 , 故

κ =
2
x3

(1 + 1
x4 )

3
2

,

代入 x = 1 得

κ =
2

2
3
2

=

√
2

2
,

于是曲率半径

ρ =
√
2,

易得曲率中心 (2, 2).

(2) y′ = −2xe−x2 , y′′ = −2e−x2
+ 4x2e−x2 , 故

κ =
−2e−x2

+ 4x2e−x2

(1 + 4x2e−2x2)
3
2

,

代入 x = 0 得

κ = −2,

于是曲率半径

ρ =
1

2
,

易得曲率中心 (0, 1
2
).

作业 2. (习题 3.5.12) 代入参数曲线曲率公式易得答案为

(1) 1

6
; (2) 2

π
.

作业 3. (习题 3.5.13) y′ = 1
x
, y′′ = − 1

x2 , 故

ρ =
(1 + 1

x2 )
3
2

1
x2

=

(
x

4
3 +

1

2
x−

2
3 +

1

2
x−

2
3

) 3
2

≥

(
3

3

√
1

4

) 3
2

=
3
√
3

2
,

1



等号成立当且仅当 x =
√
2
2

. 于是在点 (
√
2
2
,− log 2

2
) 处曲率半径最小, 最小值为 3

√
3

2
.

作业 4. (习题 3.6.1)
(1)

y = 3 + x+ x2 +
4

x− 1
= 3 + x+ x2 − 4

n∑
k=0

xk + o(xn),

故带 Peano 余项的 Maclaulin 展开为

y =
n∑

k=0

akx
k + o(xn),

这里 a0 = −1, a1 = a2 = −3, an = −4, n ≥ 3.

(2)

sin2 x =
1− cos 2x

2
=

1

2

n∑
k=1

(−1)k+1 22k

(2k)!
x2k + o(x2k).

作业 5. (习题 3.6.3) 当 x→ 0, cosx− 1 ∼ −x2

2
, 故令 u = cosx− 1, o(u3) = o(x6).

ln(cosx) = ln(1 + u) = u− u2

2
+
u3

3
+ o(x6)

=

(
−x

2

2
+
x4

24
− x6

720

)
+

(
−x

4

8
+
x6

48

)
+

(
−x

6

24

)
+ o(x6)

= −x
2

2
− x4

12
− x6

45
+ o(x6).

作业 6. (习题 3.6.5)
计算得: (1)

tanx = x+
2 sec2 ξ tan2 ξ + sec4 ξ

3
x3 (ξ ∈ (0, x)),

(2)
1

x
= −

n∑
k=0

(x+ 1)k + (−1)n+1 (x+ 1)n+1

ξn+2
(ξ ∈ (−1, x)).

作业 7. (习题 3.6.6) (1)

cosx− e−x2

2

sin4 x
∼

1− x2

2
+ x4

24
− (1− x2

2
+ x4

8
) + o(x4)

x4
= − 1

12
+ o(1),

故答案为 − 1
12

.
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(2)
4
√
1 + x2 − 4

√
1− x2

x2
=

1 + x2

4
− (1− x2

4
) + o(x2)

x2
=

1

2
+ o(1),

故答案为 1
2
.

(3) 令 y = 1
x
, 则 y → 0 当 x→ ∞,

x− x2 ln
(
1 +

1

x

)
=

1

y
−
y − y2

2
+ o(y2)

y2
=

1

2
+ o(1),

故答案为 1
2
.

(4) 和差化积得

cos(sinx)− cosx
sin4 x

= −2
sin sinx+x

2
sin sinx−x

2

sin4 x
∼ (sinx+ x)(x− sinx)

2x4

∼ x− sinx
x3

=
x3

6
+ o(x3)

x3
=

1

6
+ o(1),

故答案为 1
6
.

作业 8. (习题 3.6.7) 当 f 为次数不超过 n 的多项式时, f (n+1) = 0.

当 f (n+1) ≡ 0, 由 Lagrange 余项的 Maclaulin 展开,

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(0)

k!
xk +

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
xn+1 =

n∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk,

为次数不超过 n 的多项式.

作业 9. (习题 3.6.8) 对任意 x ∈ [0, 2], 在 x 处 Taylor 展开, 得

f(y) = f(x) + f ′(x)(y − x) +
f ′′(ξ)

2
(y − x)2,

于是

f(0) = f(x)− f ′(x)x+
f ′′(ξ1)

2
x2,

f(2) = f(x) + f ′(x)(2− x) +
f ′′(ξ1)

2
(2− x)2,

相减得

2f ′(x) = f(2)− f(0)− f ′′(ξ1)x
2 + f ′′(ξ2)(2− x)2

2
,

于是

2|f ′(x)| ≤ 2 +
x2 + (2− x)2

2
≤ 4,
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故

|f ′(x)| ≤ 2.

期中复习

基础概念、计算

数分 B1 期中考的重点是概念和计算, 理解了教材的概念、掌握了所有的计算方式,
就能拿大部分分 (很多题最后没算出来, 写出步骤也有不少过程分). 请检验是否完全掌

握了: 数列、函数极限的定义 (注意审题: 有些题目明确指出要用定义证明, 用其他方式

证明没有分)? 函数连续的定义? 极限的求法? Stolz 定理和 l’Hospital 法则使用的前提

条件 (考试必须提一嘴)? 导数 (包括高阶导) 的求法? 参数方程/反函数/隐函数求导?
中值定理? Taylor 展开公式? 凸性、拐点的定义? ...

其他的请自行翻阅教材, 这里专门写一些难点.

参数方程与反函数求导: 设函数由参数方程确定：x = ψ(t)

y = φ(t)

其中 ψ(t), φ(t) 均二阶可导, 且 ψ′(t) ̸= 0.

(1) 一阶导数 dy
dx

根据链式法则， dy
dx

= dy
dt

· dt
dx

。由于 dt
dx

= 1
dx/dt

，我们有：

dy

dx
=
dy/dt

dx/dt
=
φ′(t)

ψ′(t)
.

(2) 二阶导数 d2y
dx2 (易错)

d2y
dx2 的定义是对“一阶导数 dy

dx
”再次关于 x 求导. 但此时 dy

dx
是一个关于 t 的函数, 因

此必须再次使用链式法则.
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d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
=

d

dt

(
dy

dx

)
· dt
dx

(链式法则: d

dx
=

d

dt
· dt
dx

)

=
d

dt

(
φ′(t)

ψ′(t)

)
· 1

ψ′(t)

=
φ′′(t)ψ′(t)− φ′(t)ψ′′(t)

[ψ′(t)]2
· 1

ψ′(t)
(商的求导法则)

=
φ′′(t)ψ′(t)− φ′(t)ψ′′(t)

[ψ′(t)]3
.

设函数 y = f(x) 在某区间内单调可导且 f ′(x) ̸= 0, 其反函数为 x = g(y) (即
x = f−1(y)).

以下推导基于关系式：y 是自变量 x 的函数, 反之 x 是自变量 y 的函数.

(1) 一阶导数

利用微分形式 dy = f ′(x)dx, 可得：

g′(y) =
dx

dy
=

1

dy/dx
=

1

f ′(x)
.

几何意义: 反函数的导数是原函数导数的倒数 (切线斜率互为倒数).

(2) 二阶导数 g′′(y) (或 d2x
dy2

)

g′′(y) =
d

dy

(
dx

dy

)
=

d

dy

(
1

f ′(x)

)
=

d

dx

(
1

f ′(x)

)
· dx
dy

(链式法则，注意变量转换)

=

(
− f ′′(x)

[f ′(x)]2

)
· 1

f ′(x)

= − f ′′(x)

[f ′(x)]3
.

熟记 arcsinx, arccosx, arctanx 的导数公式.

难点

1. 连续性与一致连续性
区分: 一般的连续是先固定一个点, 在这个点附近, 函数的“震荡”很小, 用 ε − δ 语

言来说就是: 对任意 ε > 0, 存在 δ > 0, 使得任意 |x− x0| < δ, |f(x)− f(x0)| < ε . 但

是, 对于某一个 ε, 在不同的 x0 处取的 δ 可能差别是很大的, 这就引入了一致连续的概
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念: 对于任意的 ε > 0, 存在一个通用的 δ, 也就是不依赖于 x0, 使得任意 |x − x0| < δ,
|f(x) − f(x0)| < ε . 事实上, 一致连续提供了函数不会在某一点无限变陡的保证, 为极

限、积分、求导换序等不安全的行为作出了保障 (后面将会看到这一点).

目前我们的要求仅仅是知道如何判定是否一致连续:

1. 定义 (常用于反证法); 2. 中值定理; 3. Cantor 定理 (闭区间上连续必定一致连

续).

说到闭区间上的连续函数, 还有一条常用的需知道的性质: 最值定理.

定理 0.1. 闭区间上的连续函数一定存在最大、最小值.

看起来显然, 但证证看? 证明的核心是闭区间的紧性. 后面也有道题用到这个, 是

有同学要我讲的.

2. 导数
导数不一定连续, 但是一定具有介值性: f 在 [a, b]可导, 那么 f ′ 可取到 (f ′(a), f ′(b))

之间的任何值. 导数不连续的反例:

f(x) =

x
2 sin 1

x
, x ̸= 0;

0, x = 0.

处处无穷可微, 且在某点各阶导皆为 0 推不出 f 为常数, 反例:

f(x) =

e
− 1

x , x > 0,

0, x ≤ 0,

在 0 处各阶导为 0 但 f 非常数, 这个函数常用来构造鼓包函数 (Bump Function).

3. 凸函数
从图像上来看, 凸函数的定义是显然的: 任取曲线两点的割线段总在曲线上方, 称

曲线为“凸”的, 反之为凹. (也有分别称为下凸、上凸的说法, 都可以) 将直观定义翻译

为数学语言即得凸函数定义 (详见定义 3.26).

凸函数还有以下等价定义, 请了解并证明它们是等价的.

命题 0.2. 设 f : I → R, I 是开区间, 下列三个论断等价:

(a) f 在 I 上是凸函数.

(b) (斜率单调性) 对任意 (x1, x2) ⊂ I, 及任意 x ∈ (x1, x2),

f(x)− f(x1)

x− x1
≤ f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≤ f(x2)− f(x)

x2 − x
.

(c) (支撑线定义) 对任意 c ∈ I, 存在一个数 a, 使得 f(x) ≥ a(x− c) + f(c).
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这里 (c) 的直线 y = a(x− c) + f(c) 被称为 (c, f(c)) 处的支撑线.

经典误区: 很多同学误以为 f 凸和 f ′′ ≥ 0 是等价的, 实际上当且仅当 f ′′ 存在时这

才是对的, 然而很多时候, f ′′ 不存在, 甚至 f ′ 都不一定存在! 例: y = |x| 是凸函数, 但

在 0 处不可导.

但是同学们的误解还是有可取之处的, 下面命题揭示了凸函数良好的微分性质：虽

然不一定处处可导, 但左右导数都存在, 且不可导点是非常“稀疏”的 (至多可数, 见操助

教习题课).

命题 0.3 (凸函数的左右导数与可导性). 设 f : (a, b) → R 为开区间上的凸函数. 则：

(a) 对任意 x ∈ (a, b), 左导数 f ′
−(x) 与右导数 f ′

+(x) 均存在, 且 f ′
−(x) ≤ f ′

+(x).

(b) 左右导数在区间上单调递增. 具体而言, 若 x < y, 则

f ′
−(x) ≤ f ′

+(x) ≤
f(y)− f(x)

y − x
≤ f ′

−(y) ≤ f ′
+(y).

(c) ∗ f 在 (a, b) 上至多在可数个点处不可导.

解 第一步: 左右导数存在且有序
由凸函数的几何性质（斜率单调性）可知, 对于任意 x ∈ (a, b) 和足够小的 h, k > 0,

割线斜率满足:
f(x− k)− f(x)

−k
≤ f(x+ h)− f(x)

h
.

令 g(h) = f(x+h)−f(x)
h

。由于凸函数的割线斜率随横坐标右移而增加, 故 g(h) 关于 h 单

调递减（当 h > 0 趋于 0 时）. 同理, 左侧割线斜率单调递增.

由单调有界原理, 右极限（右导数）存在：

f ′
+(x) = lim

h→0+

f(x+ h)− f(x)

h
= inf

h>0

f(x+ h)− f(x)

h
.

同理, 左极限（左导数）存在：

f ′
−(x) = lim

k→0+

f(x)− f(x− k)

k
= sup

k>0

f(x)− f(x− k)

k
.

且由斜率不等式可得 f ′
−(x) ≤ f ′

+(x).

第二步: 单调性
任取 x < y. 对于任意 t ∈ (x, y), 由凸性可得三点斜率关系：

f(t)− f(x)

t− x
≤ f(y)− f(x)

y − x
≤ f(y)− f(t)

y − t
.
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令 t→ x+，左边不等式给出 f ′
+(x) ≤

f(y)−f(x)
y−x

；令 t→ y−，右边不等式给出 f(y)−f(x)
y−x

≤
f ′
−(y)。

结合第一步得:
f ′
−(x) ≤ f ′

+(x) ≤ f ′
−(y) ≤ f ′

+(y).

这说明 f ′
−(x) 和 f ′

+(x) 都是 (a, b) 上的单调递增函数.

第三步: 不可导点至多可数 (不作要求)
函数 f 在点 x 处可导当且仅当 f ′

−(x) = f ′
+(x). 因此, 不可导点集为 D = {x ∈

(a, b) | f ′
−(x) < f ′

+(x)}.

映射 D → Q : 将 x ∈ D 映射为 (f ′
−(x), f

′
+(x)) 中的任意有理数, 注意 (f ′

−(x), f
′
+(x))

相互不交, 于是这个映射是单射, 于是至多可数.

凸函数的强大之处在于它能够将“函数值的平均”与“平均的函数值”进行比较. 这便

是著名的 Jensen 不等式.

定理 0.4 (Jensen 不等式 (离散形式)). 设 f : I → R 为凸函数, {x1, x2, . . . , xn} ⊂ I, 且
权 λ1, . . . , λn 满足 λi ≥ 0 且

∑n
i=1 λi = 1, 则

f

(
n∑

i=1

λixi

)
≤

n∑
i=1

λif(xi).

特别地, f
(
x1+···+xn

n

)
≤ f(x1)+···+f(xn)

n
.

证明及应用见教材习题 3.5.1, 3.5.2 等.

4. Taylor 展开——微分学的顶峰
回顾: 带 Peano 余项、Lagrange 余项的 Taylor 展开.

设 f(x) 是n阶可导函数, 记 Tn(x) =
∑n

k=0
f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k, 则

f(x) = Tn(x) + o((x− x0)
n),

这里 o((x− x0)
n) 为 Peano 余项.

进一步, 若 f 是n+ 1阶可导的, 则

f(x) = Tn(x) +
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1,

这里
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1 为 Lagrange 余项.

证明见教材 3.6. Peano 余项的要求低, 只要存在 n 阶导就行了, 但是给的精度粗

犷: 只能得到一个 o((x − x0)
n) 的速度, 但是对于具体有多快, 不能确定, 而且是局部
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性质: 只能得到 x0 附近的信息; 为 Lagrange 余项的要求高一点, 需要多存在一阶导数

(n + 1 阶), 但是得到的东西也更佳: 可以用
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1, 以及 ξ 在 x0 到 x 之

间的限制, 得到更好的放缩, 并且为整体性质, 能估计任意一点的拟合程度.

为什么说 Taylor 展开是微分学的顶峰呢? 因为我们学了 Taylor 展开后, 会发现之

前学的许多, 不过是 Taylor 展开的特殊情形, 大有“会当凌绝顶, 一览众山小”之感了, 让

我们览一览众山吧.

1. 连续: f(x) = f(x0) + o(1).

2. 可导: f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + o((x− x0)).

3. Lagrange 中值定理: 取 n = 0, 得 f(x) = f(x0) + f ′(ξ)(x− x0).

4. Fermat 定理: x 是极值点 ⇒ f ′(x0) = 0. (利用 f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x − x0) +

o(x− x0) 结合反证法)

5. 极值: f ′(x) = 0, f ′′(x) > 0 ⇒ x = x0 极小值点.

证明:
f(x) = f(x0) +

f ′′(x0)

2
(x− x0)

2 + o((x− x0)
2)

≥ f(x0) +
f ′′(x0)

4
(x− x0)

2 (当|x− x0|充分小)

≥ f(x0).

6. 单调: f ′ > 0 ⇒ f 严增.

x > x0, f(x) = f(x0) + f ′(ξ)(x− x0) > f(x0).

7. 凹凸: f ′′ > 0 ⇒ f 凸.

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(ξ)

2
(x− x0)

2 ≥ f(x0) + f ′(x0)(x− x0),

满足支撑线定义.

8. Leibniz 公式:

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x−x0)k+o((x−x0)n), g(x) =

n∑
k=0

g(k)(x0)

k!
(x−x0)k+o((x−x0)n),

相乘得

f(x)g(x) =
n∑

k=0

k∑
j=0

f (j)(x0)g
(k−j)(x0)

j!(k − j)!
(x− x0)

k + o((x− x0)
n),
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比对得

(fg)(n)(x0) = n!
n∑

j=0

f (j)(x0)g
(n−j)(x0)

j!(n− j)!
=

n∑
j=0

Cj
nf

(j)(x0)g
(n−j)(x0).

9. 求极限. 前面学过的 l’Hospital 法则、等价无穷小 (大) 替换, 不过是把分子分母

用多项式拟合留下一个小余项罢了. Taylor 展开几乎能做所有的函数极限问题.

故曰: Taylor 展开一统天下.

实际上 Taylor 展开还能更加霸道, 去一统积分学的天下,
不过需要带积分余项的 Taylor 展开, 都是后话

试题选讲

1. (24 Mid P7) 设 a1 > 0, an+1 = an +
1
an

, 求 lim
n→∞

an√
n

.

思路: 带根号不好求, 于是不妨平方, 去求
a2n
n

极限, 带 n 也比较难处理, 猜测可以

Stolz, 去证明 a2n+1 − a2n 存在极限, 这样就是一个纯递推 (不带 n) 的式子了. 注意

a2n+1 − a2n = 2 +
1

a2n
,

并不难证明 an → ∞, 于是 a2n+1 − a2n → 2, 从而原极限为
√
2, 过程见群文件.

2. (第二章综合习题 10) 设 a < b, f(x) 在 [a, b] 上连续, 且对任意 x ∈ [a, b), 存在

y ∈ (x, b), 使得 f(y) > f(x), 证明: f(b) > f(a).

解 由 f 在闭区间上连续, 一定能取到最大值. 先证明: 最大值就是 f(b), 且只能

在 b 处取到. 否则若在 x0 ∈ [a, b) 处取到 f(x0) = maxx∈[a,b] f(x), 则存在 y ∈ [x0, b),
f(y) > f(x0), 与最大性矛盾, 于是 f(a) < f(b)(小于是因为不能在 a 处取到最大值).

3. (24 Mid P5) 设 f(x) =
1

1 + x+ x2
, 求 f (3n+2)(0).

解 方法一: 官方解答, 求 n 阶导标准做法 Leibniz 公式, 详见群文件.

方法二: 熟知
1

1− x
= 1 + x+ x2 + · · ·+ xn + o(xn),

于是

f(x) =
1− x

1− x3
= (1− x) · 1

1− x3
= (1− x)(1 + x3 + x6 + · · ·+ x3n + o(x3n+2))

= 1− x+ x3 − x4 + x6 − x7 + · · ·+ x3n − x3n+1 +
0

(3n+ 2)!
· x3n+2 + o(x3n+2),

由 Taylor 展开系数唯一性, f (3n+2)(0) = 0.
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4. (18 Mid P7) 设非常数的 f(x) 在 (−∞,∞) 上有二阶导数, 且满足

|f ′′(x)| ≤ |f ′(x)|.

求证: f(x) 在 (−∞,∞) 上严格单调.

标准答案品味比较低下, 故弄玄虚, 实际上此题非常自然.

解 由 f 非常数, 存在 x0, 使得 f ′(x0) ̸= 0, 不失一般性, 不妨 x0 = 0. 再不妨

a := f ′(x0) > 0. 由 f 二阶导存在, f ′ 连续, 于是存在邻域 (−δ, δ), 使得 f ′(x) 在这个

邻域恒正. 我们证明: g(x) > 0. 假设 g(x) 在 (0,+∞) 存在零点, 则存在 δ0 = sup{δ :

g(x) > 0, x ∈ (0, δ)} <∞, 由连续性, g(δ0) = 0. 记 g(x) = f ′(x), 条件转化为

|g′| ≤ g on (−δ, δ).

当 x > 0 时, g(x) + g′(x) ≥ 0, 所以令

h(x) = exg(x),

则 h′(x) = ex(g(x) + g′(x)) ≥ 0, 从而 0 = h(δ0) ≥ h(0) = a > 0, 矛盾.

同理, g 在 (−∞, 0) 也不存在零点, 于是 g(x) > 0, 即 f ′(x) 恒大于 0, 严格单调.

5. (21 Mid P9) 设函数 f(x) 在 (−∞,+∞) 上有任意阶导数, 且对任意实数 x 及

n = 0, 1, 2, · · · 满足 |f (n)(x)| ≤ n!|x|(这里 f (0)(x) := f(x)) , 证明: f(x) ≡ 0.

思路: 如何从各阶导和函数本身的大小产生联系? 自然考虑 Taylor 公式. 慢慢研

究, 不要求一步到位. 先看看我们能得到什么比较显然的结果. 首先 f(0) = 0, 接着利

用带 Lagrange 余项的 Taylor 公式,

|f(x)| =

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk +

f (n)(θx)

n!
xn

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣f (n)(θx)

n!
xn
∣∣∣∣ ≤ θ|x|n+1 → 0, as n→ ∞,

当 x ∈ (−1, 1), 于是由夹逼定理, f(x) = 0 on (−1, 1), 又由连续性得 f(x) = 0 on [−1, 1],
这样我们离目标更近了. 但是对于 |x| > 1, 上面 |x|n+1 量级的估计是不够的, 所以得稍

作改正. 根据前面的提示, 我们从 0 处作 Taylor 展开, 得到 [−1, 1] 处的值都是 0, 我们

猜测: k 处 Taylor 展开就能得到 [k − 1, k + 1] 都是 0, 这样一点一点用长度为 2 的闭区

间将 R“覆盖”住, 就证完了. 用归纳法写过程.

解 我们证明: 对任意 k ∈ N∗, f(x) ≡ 0, 当 x ∈ [−k, k]. k = 1 的情形已在思路中

获证, 请读者自行完善; 对 k(k ≥ 1), 假设命题成立, 考虑 k + 1. 注意对任意 n ∈ N,
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f (n)(k) = 0, 故对 x ∈ (0, 1),

|f(k + x)| =

∣∣∣∣∣
n−1∑
j=0

f (j)(k)

j!
xj +

f (n)(k + θx)

n!
xn

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣f (n)(k + θx)

n!
xn
∣∣∣∣ ≤ (k + x)xn → 0, as n→ ∞,

从而对 f(x) = 0, x ∈ (k, k+1), 由连续性, f(k+1) = 0, 同理, f(x) = 0, x ∈ [−k−1,−k),
于是 f(x) ≡ 0, x ∈ [−k − 1, k + 1], 由归纳法原理, 得证.

由 R =
⋃

k∈N∗ [−k, k], 得证.

很多同学来问一些构造函数类型的题目, 并表示没有头绪, 实际上这种题目很套路.

6. (24 Mid P8) 设 f(x) 在 [0, 1] 上非负且可导, f(0) = 1, f(1) = 1√
3
. 求证: 存在

ξ ∈ (0, 1) 满足 f 3(ξ) + f ′(ξ) = 0.

解 构造类的问题, 如何思考? 一般需要构造一个辅助函数 ϕ(x) = ϕ(x, f)(也就是 x

和 f 的函数), 满足 ϕ(a) = ϕ(b), 从而推出存在 ξ ∈ (a, b), ϕ′(ξ) = 0, 而 ϕ′(ξ) = 0 等价

于题目所要求的.

这里 f ′ 和 f 混合, 我们联想到复合函数求导: φ(f(x))′ = f ′(x)φ′(f(x)), 因此我们

先想办法把含有 f 的都放到一个地方:

f ′(ξ)

f 3(ξ)
+ 1 = 0.

这里有一个小 bug: 如果 f = 0 怎么办? 后面再来修复它. 右边的 1 做个积分得为

x+ C, 不妨取 C = 0. 根据前面的观察, 我们想让 φ′(f) = 1
f3 , 或是用积分, 或是瞪眼法

可得 φ(f) = − 1
2f2 满足要求, 于是令

ϕ(x) = − 1

2f 2(x)
+ x,

则 ϕ′(x) = f ′(x)+f3(x)
f3(x)

, 很自然地代入得 ϕ(0) = ϕ(1) = −1
2
, 这样基本上就做完了, 再去处

理一下小 bug 即可. 注意到如果存在 x0, f(x0) = 0, 注意非负条件, f ′(x0) = 0, 此时取

ξ = x0 即可, 于是我们就可以写过程了, 见群文件.

由此, 我们便总结出了一种套路: 对于只含有 f 和 x 的问题, 我们先把 f 当成变量,
并把式子分离变量为 f ′(x)φ(f(x)) = g(x), 这里 g(x) 不含 f , 再作积分即可.

7. (22 Mid P7) 设 f(x) 在 [0, 1] 上有二阶导数, 且 f(0) = f ′(0), f(1) = f ′(1). 证

明: 存在 ξ ∈ (0, 1), 使得 f(ξ) = f ′′(ξ).

解 这里构造的辅助函数一定是 ϕ(x) = ϕ(x, f, f ′). 题中所给的 0 和 1 的信息指引我

们考虑 g(x) = f(x) − f ′(x), g′(x) = f ′(x) − f ′′(x), 于是 f − f ′′ = g + g′. 像上题一样,
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把所有的 g 归到一边, 把前面的套路中的 f 改成 g, 又变成了 ϕ(x, g) 的形式, 又是老套

路套路. 即考虑 g′

g
+ 1, 显然形式上取 ln(g) + x 即可, 但是 g 可能在正负反复横跳, 所

以我们可以取指数, 考虑 exg(x), 即令

ϕ(x) = (f(x)− f ′(x))ex,

显然有

ϕ′(x) = (f(x)− f ′′(x))ex,

ϕ(0) = ϕ(1) = 0, 后略.

事实上, 这种题等后面学习了微分方程, 会更有理解. 熟能生巧, 很多形式多看看就

知道怎么构造了. 若要准备期中考, 这里有一些总结, 看过留个印象便能加速解题, 扩展

构造思路:

(a) f ′(x) + λf(x) = 0, 构造 g(x) = eλxf(x). 特别地, 对于 λ = ±1, f ′(x) ± f(x) = 0,
构造 g(x) = e±xf(x).

(b) f ′′(x)− f(x) = 0, 构造 (1) g(x) = ex(f ′(x)− f(x)), (2) g(x) = e−x(f ′(x) + f(x)).

(c) f ′′(x)+f(x) = 0, 构造 (1) g(x) = f 2(x)+f ′2(x), (2) g(x) = f(x) sinx+f ′(x) cosx.

(d) xf ′(x) + αf(x) = 0, 构造 g(x) = xαf(x).

(e) xf(x) + f ′(x) = 0, 构造 g(x) = e
x2

2 f(x).

(f) f ′(x)− λ(f(x)− x) = 1, 构造 g(x) = (f(x)− x)e−λx.

请指出 (a)(d)(e) 的构造思路.

当堂练习:
f 在 [0, 1] 二阶可微, f(0) = f(1) = 0, 证明: 存在 ξ ∈ (0, 1), 使得

f ′′(ξ) =
2f ′(ξ)

1− ξ
.

补充题.(课上不讲, 有空研究)
1. 对任意 a ∈ R, 证明: 数列 {sin(n+ a)} 发散.

2. 设 f(x) : [a, b] → R 满足对任意 x1, x2 ∈ [a, b],

|f(x1)− f(x2)| ≤ (x1 − x2)
2,

证明: f(x) 在 [a, b] 上是常数.
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3. 设 f(x) 在 [a, b] 上二阶可微. 证明: 存在 ξ ∈ (a, b), 使得

f(a)− 2f

(
a+ b

2

)
+ f(b) =

1

4
(b− a)2f ′′(ξ).

4. 设 f 在 [0,∞) 上可微, f(0) = 0, 且存在常数 c > 0, 使得对任意 x ≥ 0,

|f ′(x)| ≤ c|f(x)|,

证明: f(x) = 0, x ≥ 0.

另外, 上面的习题 3.6.8 也比较重要.

解答:

1. 反证法. 假设极限为 L, 则 sin(n+ a+ 1) 极限也为 L. 又

sin(n+ a+ 1) = sin(n+ a) cos 1 + cos(n+ a) sin 1 ⇒

cos(n+ a) =
sin(n+ a+ 1)− sin(n+ a) cos 1

sin 1
→ 1− cos 1

sin 1
L := L′,

即 cos(n+ a) 极限也存在, 为 L′. 再考虑 sin(n+ a+ 2) 的极限也为 L, 类似可得,

L′ =
1− cos 2

sin 2
L.

联立, 并由
1− cos 1

sin 1
̸= 1− cos 2

sin 2
,

解得 L = L′ = 0. 但是

1 = sin2(n+ a) + cos2(n+ a),

取极限得 0 = L2 + L′2 = 1, 矛盾.

2. 先证明: f 在 [a, b] 连续, 在 (a, b) 可导, 且导数为 0. 固定 x0 ∈ (a, b),∣∣∣∣f(x)− f(x0)

x− x0

∣∣∣∣ ≤ |x− x0| → 0,

当 x → x0, 故在 (a, b) 可导, 当然在 [a, b] 连续, 且 f ′(x0) ≡ 0. 由 Lagrange 中值定理,
任意 x1, x2 ∈ [a, b],

f(x1)− f(x2) = f ′(ξ)(x1 − x2) = 0,

于是 f(x) 在 [a, b] 上为常数.
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3. 写出 f(a), f(b) 在
a+ b

2
的 Taylor 展开式:

f(a) = f

(
a+ b

2

)
+ f ′

(
a+ b

2

)(
a− b

2

)
+

1

2
f ′′(η1)

(
b− a

2

)2

,

f(b) = f

(
a+ b

2

)
+ f ′

(
a+ b

2

)(
b− a

2

)
+

1

2
f ′′(η2)

(
b− a

2

)2

.

两式相加,
f(a)− 2f

(
a+ b

2

)
+ f(b) =

1

4
(b− a)2

[
f ′′(η1) + f ′′(η2)

2

]
,

由导函数的介值性, 存在 ξ ∈ (a, b), f ′′(ξ) =
f ′′(η1) + f ′′(η2)

2
, 于是

f(a)− 2f

(
a+ b

2

)
+ f(b) =

1

4
(b− a)2f ′′(ξ).

4. 类似试题选讲第六题, 一点点证明. 先证明在某个小区间 [0, h], f(x) ≡ 0. 待定

h. 记 M = maxx∈[0,h] |f(x)| ≥ 0, 则在 [0, h], |f ′(x)| ≤ cM . 于是令 g(x) = cMx − f(x),
则

g′(x) = cM − f ′(x) ≥ 0,

于是 g(x) = cMx− f(x) ≥ g(0) = 0, 从而 f(x) ≤ cMx; 同理 f(x) ≥ −cMx, 于是

|f(x)| ≤ cMx ≤ cMh.

但是由连续函数的性质, 存在 x0 ∈ [0, h], |f(x0)| =M , 于是

M = |f(x0)| ≤ cMh,

这启发我们取 h =
1

2c
(取一个小于

1

c
的都行). 于是 M ≤ M

2
, 进而 M = 0, 即

f(x) = 0, x ∈
[
0,

1

2c

]
.

这样一点点往右延伸, 就得到了 f ≡ 0. 也就是通过归纳法, 证明 f(x) ≡ 0, x ∈ [ n
2c
, n+1

2c
],

n ∈ N, 进而得证, 细节请自行补充.

最后还是再提醒一句: 最重要的是看课本、看作业, 查漏补缺! 先相信自己能力, 再

相信助教改卷, 最后相信老师给分!

预祝同学们在期中考试理想发挥!
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数学分析（B1）作业解答
7.1,4.1 节
胡洁洋

作业 1. (习题 7.1.2)
(3) 由

∞∑
n=1

1√
(2n− 1)(2n+ 1)

≥
∞∑
n=1

1

2n
= ∞,

发散.

(4) sinn 不收敛到 0, 发散.

后面的几个小题都是正项级数.

(5) 由
∞∑
n=1

2n sin π

3n
<

∞∑
n=1

2n
π

3n
= 2π,

收敛.

(6) 由
∞∑
n=1

1

n n
√
n
≥ 1

e
√

e

∞∑
n=1

= ∞,

发散.

(7) 由
1(

2 + 1
n

)n = 2−n 1(
1 + 1

2n

) 2n
2

∼ 1

2n
√

e ,

而
∞∑
n=1

1

2n
√

e =
1√
e < ∞,

于是原级数收敛.

(8) 类似 (7),
n(

n+ 1
n

)n ∼ n1−n,

而
∞∑
n=1

n1−n ≤ 1 +
1

2
+

∞∑
n=3

n−2 < ∞,

于是原级数收敛.
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(15) 由

(
cos 1

n

)n3

= exp
(
n3 ln

(
1 + cos 1

n
− 1

))
= exp

(
n3(cos 1

n
− 1) +O(

1

n
)

)
= exp

(
−n

2
+O(

1

n
)

)
∼ e−n

2 ,

及
∞∑
n=1

e−n
2 < ∞

知原级数收敛.

(16) 当 a ≥ 1, (
an

n+ 1

)n

≥
(

n

n+ 1

)n

→ 1

e ,

于是逐项不收敛到 0, 级数当然不收敛.

当 0 < a < 1,
∞∑
n=1

(
an

n+ 1

)n

≤
∞∑
n=1

an < ∞,

于是收敛.

作业 2. (习题 7.1.6) 令数列

cn = an −
n−1∑
k=1

bk,

这里定义 c1 = a1. 由题意,

cn+1 − cn = an+1 − an − bn < 0,

于是数列 {cn} 递减. 又

cn ≥ −
∞∑
k=1

bk > −∞,

由单调收敛定理, cn 收敛, 于是

an = cn +
n−1∑
k=1

bk

收敛.
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作业 3. (习题 7.1.11) 由

∞∑
n=1

|an + bn| ≤
∞∑
n=1

|an|+
∞∑
n=1

|bn| < ∞,

结论成立.

作业 4. (习题 7.1.12) (1) 由(
2n+ 100

3n+ 1

)n

∼
(
2

3

)n

e149/3,

右侧级数收敛, 知原级数绝对收敛.

(2) 由
∞∑
n=1

1

2n
= 1 < ∞,

知绝对收敛.

(3) 由
(
√
n)/n+ 100 ∼ 1√

n
,

右侧级数发散知不绝对收敛; 而令

f(x) =

√
x

x+ 100
=

1√
x+ 100√

x

,

由对勾函数性质 (高考题), 当 x > 10000 时, f 递减, 所以在第 10000 项后成每项绝对

值递减的交错级数, 于是条件收敛.

(4)(5) 类似 (3) 知条件收敛.

(6) 当 p ≤ 0, 每项不收敛到 0, 不收敛. 当 p > 0, 由 Leibniz 判别法知收敛; 但是当
0 < p ≤ 1 时, 不绝对收敛, 故条件收敛; 当 p > 1 时, 绝对收敛.

(7) 由 Leibniz 判别法知收敛, 但由

e 1
n − 1 ∼ 1

n
,

条件收敛.

(8) 由
1

n
− ln

(
1 +

1

n

)
∼ 1

2n2
,

知绝对收敛.
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(9) 由

1− cos p

n
∼ p2

2n2
,

知绝对收敛.

(10) 当 p ≤ 0, 每项不趋于 0, 不收敛; 当 p > 0, 由 Leibniz 判别法知收敛, 而(
1− cos 1

n

)p

∼ 1

2pn2p
,

知当 0  < p ≤ 1

2
, 条件收敛; 当 p >

1

2
, 绝对收敛.

后面两大题都是怎么方便怎么来, 不必理会第一还是第二代换.

作业 5. (习题 4.1.2)
(2) ∫

1

x2
sin 1

x
dx = −

∫
sin
(
1

x

)(
1

x

)′

dx = cos
(
1

x

)
+ C.

(4) ∫ arctanx

1 + x2
dx =

∫
arctanxd(arctanx) =

1

2
arctanx+ C.

(6) ∫
1√

x(1 + x)
dx = 2

∫
1

1 + (
√
x)2

d(
√
x) = 2 arctan

(√
x
)
+ C.

(8) ∫
1 + lnx

1 + x lnx
dx =

∫ d(x lnx)

1 + x lnx
= ln(1 + x lnx) + C.

(10) ∫
sin5 x cosxdx =

∫
sin5 xd(sinx) =

sin6 x

6
+ C.

作业 6. (习题 4.1.3)
(3) 当 x > 0, 令 x = a sec t, 则 dx = a tan t sec tdt, 于是∫

1

(x2 − a2)3/2
dx =

∫
a tan t sec t · 1

a3 tan3 t
dt = 1

a2

∫ cos t
sin2 t

dt = 1

a2

∫
1

sin2 t
d(sin t)

= − 1

a2 sin t
+ C

= − 1

a
√
x2 − a2/x

+ C

= − x

a
√
x2 − a2

+ C,

易知上式对 x < 0 也对, 于是答案就是这个.
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(4) 令 x = a sin t, dx = a cos tdt,∫
x2

√
a2 − x2

dx =

∫
a2 sin2 t

a cos t a cos tdt = a2
∫

sin2 tdt = a2

4
(2t− sin(2t)) + C

=
a2

2
arcsin

(x
a

)
− x

√
a2 − x2

2
+ C.

(7) 令 y = 1
x
, dy = − 1

x2 dx,∫
1− lnx

(x− lnx)2
dx = −

∫
1 + ln y(
1
y
+ ln y

)2 1

y2
dy = −

∫
1 + ln y

(1 + y ln y)2
dy

= −
∫ d(y ln y)

(1 + y ln y)2
=

1

1 + y ln y
+ C

=
x

x− lnx
+ C.

(8) 令 x = a tan t, dx = a sec2 tdt.∫
1

x2
√
x2 + a2

dx =

∫ cos t · a sec2 t
a2 tan2 t · a

dt = 1

a2

∫ cos t
sin2 t

dt = − 1

a2 sin t
+ C = −

√
x2 + a2

a2x
+ C.

(11) 令 x = csc t, dx = − cos t csc2 tdt, 则∫
x− 1

x2
√
x2 − 1

dx = −
∫ csc t− 1

csc2 t cot t cot t csc tdt =
∫
(sin t− 1)dt = − cos t− t+ C

= −
√

1− 1

x2
− arcsin

(
1

x

)
+ C.

(12) 由

1

x8(1 + x2)
=

1 + x2 − x2

x8(1 + x2)
=

1

x8
− 1

x6(1 + x2)
= · · · = 1

x8
− 1

x6
+

1

x4
− 1

x2
+

1

1 + x2
,

积分得 ∫
1

x8(1 + x2)
dx = − 1

7x7
+

1

5x5
− 1

3x3
+

1

x
+ arctanx+ C.

作业 7. (习题 4.1.4)
(1) 分段讨论得 ∫

|x|dx =
x|x|
2

+ C.
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(2) 分段讨论得

∫
max{1, x2}dx =



x3

3
− 2

3
+ C, x ≤ −1,

x+ C, −1 < x < 1,

x3

3
+

2

3
+ C, x ≥ 1.

(这里的 2

3
是为了让原函数连续)

作业 8. (习题 4.1.5)
(1)∫

x sinxdx = −
∫

xd(cosx) = −x cosx+

∫
cosxdx = sinx− x cosx+ C.

(3)

I = x

∫
cos(lnx)dx = cos(lnx)−

∫
xd(cos(lnx))

= x cos(lnx) +

∫
sin(lnx)dx

= x cos(lnx) + x sin(lnx)−
∫

xd(sin(lnx))

= x cos(lnx) + x sin(lnx)−
∫

cos(lnx)dx

= x cos(lnx) + x sin(lnx)− I,

于是

I =
x(cos(lnx) + sin(lnx))

2
+ C.

(5)
I =

∫
secx d(tanx)

= secx tanx−
∫

tanx d(secx)

= secx tanx−
∫

secx tan2 x dx

= secx tanx−
∫

secx(sec2 x− 1) dx

= secx tanx−
∫

sec3 x dx+

∫
secx dx

= secx tanx− I + ln | secx+ tanx|,
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故

I =
secx tanx+ ln | secx+ tanx|

2
+ C.

(7) ∫
x arcsinx dx =

∫
arcsinx d

(
x2

2

)
=

x2

2
arcsinx−

∫
x2

2
d(arcsinx)

=
x2

2
arcsinx− 1

2

∫
x2

√
1− x2

dx

=
x2

2
arcsinx− 1

2

[
1

2
arcsinx− x

√
1− x2

2

]
+ C

=

(
x2

2
− 1

4

)
arcsinx+

x
√
1− x2

4
+ C.

(9)

I =

∫
(arcsinx)2 dx =

∫
(arcsinx)2 d(x)

= x(arcsinx)2 −
∫

x d[(arcsinx)2]

= x(arcsinx)2 −
∫

x

(
2 arcsinx · 1√

1− x2

)
dx

= x(arcsinx)2 − 2

∫
x arcsinx√

1− x2
dx

.

令 t = arcsinx,∫
x arcsinx√

1− x2
dx =

∫
t sin tdt = sin t− t cos t+ C = x−

√
1− x2 arcsinx+ C,

故

I = x(arcsinx)2 − 2x+ 2
√
1− x2 + C.

作业 9. (习题 4.1.6)
(1) 记 In =

∫
sinn xdx, 则

In =

∫
− sinn−1 xd(cosx) = − sinn−1 x cosx+ (n− 1)

∫
sinn−2 x cos2 xdx

= − sinn−1 x cosx+ (n− 1)In−2 − (n− 1)In,

故递推式为

In = −sinn−1 x cosx
n

+
n− 1

n
In−2, n ≥ 3.
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注. 很快这个递推式就会派上用场. 在学习定积分时我们会学到 Wallis 公式 (教材例
5.1.10): 如果记

Wn =

∫ π
2

0

sinn xdx,

则

Wn =


(n− 1)!!

n!!
· π/2, n为偶数,

(n− 1)!!

n!!
, n为奇数.

这里双阶乘 n!! := n(n− 2)(n− 4) · · · , 如果 n 是奇数则连乘到 1, 如果 n 是偶数则

连乘到 2.

我们来看 Wallis 公式的一个应用: 证明 Stirling 公式

n! ∼
√
2πn

(n
e

)n
, n → ∞.

首先我们证明: 数列
an = n!

en

nn+ 1
2

递增有上界.

第一步: 证明数列递减. 作比, 即证明

an+1

an
= e

(
n

n+ 1

)n+ 1
2

< 1,

取对数, 即证明
ln
(
1 +

1

n

)
<

2

2n+ 1
,

令 x = 1 +
1

n
> 1, 即证明

lnx <
2(x− 1)

x+ 1
,

这个不等式大家在高中都已证明了无数遍了, 一般在证明极值点偏移问题时经常用到,
这里就不写了. 这样我们得到了 {an} 递增.

第二步: 证明存在正下界. 即证明 limn→∞ ln an 存在, 转化到我们之前学的级数问
题, 也就是证明递减的负项级数 (递增的正项级数取负号)

∞∑
n=1

(ln an+1 − ln an)

收敛.
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由

ln an+1 − ln an = 1−
(
n+

1

2

)
ln
(
1 +

1

n

)
= 1 +

(
n+

1

2

)(
1

n
− 1

2n2
+

1

3n3
+ o(

1

n3
)

)
= − 1

12n2
+ o(n2)

= O(
1

n2
) ≥ −C1

n2
,

知级数收敛, 于是原数列 {an} 有下界 > 0.

由此, 我们证明了存在正常数 C,

lim
n→∞

n!
en

nn+ 1
2

= C,

于是我们的目的就是证明 C =
√
2π.

第三步: 证明
lim
n→∞

Wn+1

Wn

= 1.

显然, 0 < Wn+1 < Wn, 又由 Wallis 公式,

n+ 1

n+ 2
=

Wn+2

Wn

<
Wn+1

Wn

< 1,

由夹逼定理得:
lim
n→∞

Wn+1

Wn

= 1.

第四步: 证明 C =
√
2π.

由递推公式, W2n =
(2n− 1)!!

(2n)!!
· π
2

, W2n−1 =
(2n− 2)!!

(2n− 1)!!
, 于是

W2nW2n−1 =
π

4n
,

从而 √
π

2
= lim

n→∞

√
nW2n = lim

n→∞

π

2

√
n
(2n− 1)!!

(2n)!!
=

π

2

√
n

(2n)!

(2nn!)2
,

由等价量替换,
π

2

√
n

(2n)!

(2nn!)2
∼ π

2

√
n
C(2n)2n+

1
2/e2n

4nC2n2n+1/e2n =

√
2π

2C
,

于是 √
2π

2C
=

√
π

2
,
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解得 C =
√
2π, 从而

n! ∼
√
2πn

(n
e

)n
, n → ∞

得证!

(2)
In =

∫
xnexdx = xnex − n

∫
xn−1exdx = xnex − nIn−1.

作业 10. (习题 4.1.7)
(2)∫
x2 − 1

x4 + x2 + 1
dx =

∫
1− 1/x2

x2 + 1/x2 + 1
dx =

∫
1

(x+ 1/x)2 − 1
d(x+ 1/x) =

1

2
ln
∣∣∣∣x+ 1

x
− 1

x+ 1
x
+ 1

∣∣∣∣+ C

=
1

2
ln
(
x2 − x+ 1

x2 + x+ 1

)
+ C.

(10) 令 t =

√
x− 1

x+ 1
, 则 x =

1 + t2

1− t2
,

I =

∫ √
x− 1

x+ 1

1

x2
dx =

∫
t
(1− t2)2

(1 + t2)2
· 4t

(1− t2)2
dt

=

∫
4(t2 + 1− 1)

(1 + t2)2
dt

= 4

∫
1

1 + t2
dt− 4

∫
1

(1 + t2)2
dt

:= 4 arctan t− 4J.

令 t = tanu,
J =

∫
cos2 udu =

u+ sinu cosu
2

+ C.

代入回去, 把所有变量恢复为 x 得

I = 2 arctan
(√

x− 1

x+ 1

)
−

√
x2 − 1

x
+ C.
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(11) 令 y = arctanx, dy sec2 y = dx, 于是

I =

∫
x arctanx

(1 + x2)3
dx =

∫
y sin y cos3 ydy = −1

4

∫
yd(cos4 y)

= −y cos4 y
4

+
1

4

∫
cos4 ydy

= −y cos4 y
4

+
1

4

(
3y

8
+

sin 2y

4
+

sin 4y

32

)
+ C

= · · ·

太丑了。。。。。。略。。。。。。低品位.

(20)

I =

∫
x2

(x sinx+ cosx)2dx

= −
∫

x

cosxd
(

1

x sinx+ cosx

)
= − x

cosx(x sinx+ cosx) +
∫

1

x sinx+ cosx
x sinx+ cosx

cos2 x dx

= − x

cosx(x sinx+ cosx) +
∫

1

cos2 xdx

= − x

cosx(x sinx+ cosx) + tanx+ C

=
sinx− x cosx
x sinx+ cosx + C.

(21) 积化和差两步, 得

I =

∫
cosx cos 2x cos 3xdx

=
1

2

∫
(cosx+ cos 3x) cos 3xdx

=
1

4

∫
(cos 2x+ cos 4x+ 1 + cos 6x)dx

=
x

4
+

sin 2x

8
+

sin 4x

16
+

sin 6x

24
+ C.

(25) ∫
e−x2/2 cosx− 2x sinx

2
√

sinx
dx =

∫
e−x2/2(

√
sinx)′ + (e−x2/2)′

√
sinxdx

=

∫
e−x2/2

√
sinxdx

= e−x2/2
√

sinx+ C.
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