
数学分析（B1）习题课讲义
第 4 次 (期中 Final Lap)

胡洁洋

作业解答 (11.3,11.5)

作业 1. (习题 3.5.11) (1) y = 1
x
, y′ = − 1

x2 , y′′ = 2
x3 , 故

κ =
2
x3

(1 + 1
x4 )

3
2

,

代入 x = 1 得

κ =
2

2
3
2

=

√
2

2
,

于是曲率半径

ρ =
√
2,

易得曲率中心 (2, 2).

(2) y′ = −2xe−x2 , y′′ = −2e−x2
+ 4x2e−x2 , 故

κ =
−2e−x2

+ 4x2e−x2

(1 + 4x2e−2x2)
3
2

,

代入 x = 0 得

κ = −2,

于是曲率半径

ρ =
1

2
,

易得曲率中心 (0, 1
2
).

作业 2. (习题 3.5.12) 代入参数曲线曲率公式易得答案为

(1) 1

6
; (2) 2

π
.

作业 3. (习题 3.5.13) y′ = 1
x
, y′′ = − 1

x2 , 故

ρ =
(1 + 1

x2 )
3
2

1
x2

=

(
x

4
3 +

1

2
x−

2
3 +

1

2
x−

2
3

) 3
2

≥

(
3

3

√
1

4

) 3
2

=
3
√
3

2
,
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等号成立当且仅当 x =
√
2
2

. 于是在点 (
√
2
2
,− log 2

2
) 处曲率半径最小, 最小值为 3

√
3

2
.

作业 4. (习题 3.6.1)
(1)

y = 3 + x+ x2 +
4

x− 1
= 3 + x+ x2 − 4

n∑
k=0

xk + o(xn),

故带 Peano 余项的 Maclaulin 展开为

y =
n∑

k=0

akx
k + o(xn),

这里 a0 = −1, a1 = a2 = −3, an = −4, n ≥ 3.

(2)

sin2 x =
1− cos 2x

2
=

1

2

n∑
k=1

(−1)k+1 22k

(2k)!
x2k + o(x2k).

作业 5. (习题 3.6.3) 当 x→ 0, cosx− 1 ∼ −x2

2
, 故令 u = cosx− 1, o(u3) = o(x6).

ln(cosx) = ln(1 + u) = u− u2

2
+
u3

3
+ o(x6)

=

(
−x

2

2
+
x4

24
− x6

720

)
+

(
−x

4

8
+
x6

48

)
+

(
−x

6

24

)
+ o(x6)

= −x
2

2
− x4

12
− x6

45
+ o(x6).

作业 6. (习题 3.6.5)
计算得: (1)

tanx = x+
2 sec2 ξ tan2 ξ + sec4 ξ

3
x3 (ξ ∈ (0, x)),

(2)
1

x
= −

n∑
k=0

(x+ 1)k + (−1)n+1 (x+ 1)n+1

ξn+2
(ξ ∈ (−1, x)).

作业 7. (习题 3.6.6) (1)

cosx− e−x2

2

sin4 x
∼

1− x2

2
+ x4

24
− (1− x2

2
+ x4

8
) + o(x4)

x4
= − 1

12
+ o(1),

故答案为 − 1
12

.
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(2)
4
√
1 + x2 − 4

√
1− x2

x2
=

1 + x2

4
− (1− x2

4
) + o(x2)

x2
=

1

2
+ o(1),

故答案为 1
2
.

(3) 令 y = 1
x
, 则 y → 0 当 x→ ∞,

x− x2 ln
(
1 +

1

x

)
=

1

y
−
y − y2

2
+ o(y2)

y2
=

1

2
+ o(1),

故答案为 1
2
.

(4) 和差化积得

cos(sinx)− cosx
sin4 x

= −2
sin sinx+x

2
sin sinx−x

2

sin4 x
∼ (sinx+ x)(x− sinx)

2x4

∼ x− sinx
x3

=
x3

6
+ o(x3)

x3
=

1

6
+ o(1),

故答案为 1
6
.

作业 8. (习题 3.6.7) 当 f 为次数不超过 n 的多项式时, f (n+1) = 0.

当 f (n+1) ≡ 0, 由 Lagrange 余项的 Maclaulin 展开,

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(0)

k!
xk +

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
xn+1 =

n∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk,

为次数不超过 n 的多项式.

作业 9. (习题 3.6.8) 对任意 x ∈ [0, 2], 在 x 处 Taylor 展开, 得

f(y) = f(x) + f ′(x)(y − x) +
f ′′(ξ)

2
(y − x)2,

于是

f(0) = f(x)− f ′(x)x+
f ′′(ξ1)

2
x2,

f(2) = f(x) + f ′(x)(2− x) +
f ′′(ξ1)

2
(2− x)2,

相减得

2f ′(x) = f(2)− f(0)− f ′′(ξ1)x
2 + f ′′(ξ2)(2− x)2

2
,

于是

2|f ′(x)| ≤ 2 +
x2 + (2− x)2

2
≤ 4,
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故

|f ′(x)| ≤ 2.

期中复习

基础概念、计算

数分 B1 期中考的重点是概念和计算, 理解了教材的概念、掌握了所有的计算方式,
就能拿大部分分 (很多题最后没算出来, 写出步骤也有不少过程分). 请检验是否完全掌

握了: 数列、函数极限的定义 (注意审题: 有些题目明确指出要用定义证明, 用其他方式

证明没有分)? 函数连续的定义? 极限的求法? Stolz 定理和 l’Hospital 法则使用的前提

条件 (考试必须提一嘴)? 导数 (包括高阶导) 的求法? 参数方程/反函数/隐函数求导?
中值定理? Taylor 展开公式? 凸性、拐点的定义? ...

其他的请自行翻阅教材, 这里专门写一些难点.

参数方程与反函数求导: 设函数由参数方程确定：x = ψ(t)

y = φ(t)

其中 ψ(t), φ(t) 均二阶可导, 且 ψ′(t) ̸= 0.

(1) 一阶导数 dy
dx

根据链式法则， dy
dx

= dy
dt

· dt
dx

。由于 dt
dx

= 1
dx/dt

，我们有：

dy

dx
=
dy/dt

dx/dt
=
φ′(t)

ψ′(t)
.

(2) 二阶导数 d2y
dx2 (易错)

d2y
dx2 的定义是对“一阶导数 dy

dx
”再次关于 x 求导. 但此时 dy

dx
是一个关于 t 的函数, 因

此必须再次使用链式法则.
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d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
=

d

dt

(
dy

dx

)
· dt
dx

(链式法则: d

dx
=

d

dt
· dt
dx

)

=
d

dt

(
φ′(t)

ψ′(t)

)
· 1

ψ′(t)

=
φ′′(t)ψ′(t)− φ′(t)ψ′′(t)

[ψ′(t)]2
· 1

ψ′(t)
(商的求导法则)

=
φ′′(t)ψ′(t)− φ′(t)ψ′′(t)

[ψ′(t)]3
.

设函数 y = f(x) 在某区间内单调可导且 f ′(x) ̸= 0, 其反函数为 x = g(y) (即
x = f−1(y)).

以下推导基于关系式：y 是自变量 x 的函数, 反之 x 是自变量 y 的函数.

(1) 一阶导数

利用微分形式 dy = f ′(x)dx, 可得：

g′(y) =
dx

dy
=

1

dy/dx
=

1

f ′(x)
.

几何意义: 反函数的导数是原函数导数的倒数 (切线斜率互为倒数).

(2) 二阶导数 g′′(y) (或 d2x
dy2

)

g′′(y) =
d

dy

(
dx

dy

)
=

d

dy

(
1

f ′(x)

)
=

d

dx

(
1

f ′(x)

)
· dx
dy

(链式法则，注意变量转换)

=

(
− f ′′(x)

[f ′(x)]2

)
· 1

f ′(x)

= − f ′′(x)

[f ′(x)]3
.

熟记 arcsinx, arccosx, arctanx 的导数公式.

难点

1. 连续性与一致连续性
区分: 一般的连续是先固定一个点, 在这个点附近, 函数的“震荡”很小, 用 ε − δ 语

言来说就是: 对任意 ε > 0, 存在 δ > 0, 使得任意 |x− x0| < δ, |f(x)− f(x0)| < ε . 但

是, 对于某一个 ε, 在不同的 x0 处取的 δ 可能差别是很大的, 这就引入了一致连续的概
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念: 对于任意的 ε > 0, 存在一个通用的 δ, 也就是不依赖于 x0, 使得任意 |x − x0| < δ,
|f(x) − f(x0)| < ε . 事实上, 一致连续提供了函数不会在某一点无限变陡的保证, 为极

限、积分、求导换序等不安全的行为作出了保障 (后面将会看到这一点).

目前我们的要求仅仅是知道如何判定是否一致连续:

1. 定义 (常用于反证法); 2. 中值定理; 3. Cantor 定理 (闭区间上连续必定一致连

续).

说到闭区间上的连续函数, 还有一条常用的需知道的性质: 最值定理.

定理 0.1. 闭区间上的连续函数一定存在最大、最小值.

看起来显然, 但证证看? 证明的核心是闭区间的紧性. 后面也有道题用到这个, 是

有同学要我讲的.

2. 导数
导数不一定连续, 但是一定具有介值性: f 在 [a, b]可导, 那么 f ′ 可取到 (f ′(a), f ′(b))

之间的任何值. 导数不连续的反例:

f(x) =

x
2 sin 1

x
, x ̸= 0;

0, x = 0.

处处无穷可微, 且在某点各阶导皆为 0 推不出 f 为常数, 反例:

f(x) =

e
− 1

x , x > 0,

0, x ≤ 0,

在 0 处各阶导为 0 但 f 非常数, 这个函数常用来构造鼓包函数 (Bump Function).

3. 凸函数
从图像上来看, 凸函数的定义是显然的: 任取曲线两点的割线段总在曲线上方, 称

曲线为“凸”的, 反之为凹. (也有分别称为下凸、上凸的说法, 都可以) 将直观定义翻译

为数学语言即得凸函数定义 (详见定义 3.26).

凸函数还有以下等价定义, 请了解并证明它们是等价的.

命题 0.2. 设 f : I → R, I 是开区间, 下列三个论断等价:

(a) f 在 I 上是凸函数.

(b) (斜率单调性) 对任意 (x1, x2) ⊂ I, 及任意 x ∈ (x1, x2),

f(x)− f(x1)

x− x1
≤ f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≤ f(x2)− f(x)

x2 − x
.

(c) (支撑线定义) 对任意 c ∈ I, 存在一个数 a, 使得 f(x) ≥ a(x− c) + f(c).
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这里 (c) 的直线 y = a(x− c) + f(c) 被称为 (c, f(c)) 处的支撑线.

经典误区: 很多同学误以为 f 凸和 f ′′ ≥ 0 是等价的, 实际上当且仅当 f ′′ 存在时这

才是对的, 然而很多时候, f ′′ 不存在, 甚至 f ′ 都不一定存在! 例: y = |x| 是凸函数, 但

在 0 处不可导.

但是同学们的误解还是有可取之处的, 下面命题揭示了凸函数良好的微分性质：虽

然不一定处处可导, 但左右导数都存在, 且不可导点是非常“稀疏”的 (至多可数, 见操助

教习题课).

命题 0.3 (凸函数的左右导数与可导性). 设 f : (a, b) → R 为开区间上的凸函数. 则：

(a) 对任意 x ∈ (a, b), 左导数 f ′
−(x) 与右导数 f ′

+(x) 均存在, 且 f ′
−(x) ≤ f ′

+(x).

(b) 左右导数在区间上单调递增. 具体而言, 若 x < y, 则

f ′
−(x) ≤ f ′

+(x) ≤
f(y)− f(x)

y − x
≤ f ′

−(y) ≤ f ′
+(y).

(c) ∗ f 在 (a, b) 上至多在可数个点处不可导.

解 第一步: 左右导数存在且有序
由凸函数的几何性质（斜率单调性）可知, 对于任意 x ∈ (a, b) 和足够小的 h, k > 0,

割线斜率满足:
f(x− k)− f(x)

−k
≤ f(x+ h)− f(x)

h
.

令 g(h) = f(x+h)−f(x)
h

。由于凸函数的割线斜率随横坐标右移而增加, 故 g(h) 关于 h 单

调递减（当 h > 0 趋于 0 时）. 同理, 左侧割线斜率单调递增.

由单调有界原理, 右极限（右导数）存在：

f ′
+(x) = lim

h→0+

f(x+ h)− f(x)

h
= inf

h>0

f(x+ h)− f(x)

h
.

同理, 左极限（左导数）存在：

f ′
−(x) = lim

k→0+

f(x)− f(x− k)

k
= sup

k>0

f(x)− f(x− k)

k
.

且由斜率不等式可得 f ′
−(x) ≤ f ′

+(x).

第二步: 单调性
任取 x < y. 对于任意 t ∈ (x, y), 由凸性可得三点斜率关系：

f(t)− f(x)

t− x
≤ f(y)− f(x)

y − x
≤ f(y)− f(t)

y − t
.

7



令 t→ x+，左边不等式给出 f ′
+(x) ≤

f(y)−f(x)
y−x

；令 t→ y−，右边不等式给出 f(y)−f(x)
y−x

≤
f ′
−(y)。

结合第一步得:
f ′
−(x) ≤ f ′

+(x) ≤ f ′
−(y) ≤ f ′

+(y).

这说明 f ′
−(x) 和 f ′

+(x) 都是 (a, b) 上的单调递增函数.

第三步: 不可导点至多可数 (不作要求)
函数 f 在点 x 处可导当且仅当 f ′

−(x) = f ′
+(x). 因此, 不可导点集为 D = {x ∈

(a, b) | f ′
−(x) < f ′

+(x)}.

映射 D → Q : 将 x ∈ D 映射为 (f ′
−(x), f

′
+(x)) 中的任意有理数, 注意 (f ′

−(x), f
′
+(x))

相互不交, 于是这个映射是单射, 于是至多可数.

凸函数的强大之处在于它能够将“函数值的平均”与“平均的函数值”进行比较. 这便

是著名的 Jensen 不等式.

定理 0.4 (Jensen 不等式 (离散形式)). 设 f : I → R 为凸函数, {x1, x2, . . . , xn} ⊂ I, 且
权 λ1, . . . , λn 满足 λi ≥ 0 且

∑n
i=1 λi = 1, 则

f

(
n∑

i=1

λixi

)
≤

n∑
i=1

λif(xi).

特别地, f
(
x1+···+xn

n

)
≤ f(x1)+···+f(xn)

n
.

证明及应用见教材习题 3.5.1, 3.5.2 等.

4. Taylor 展开——微分学的顶峰
回顾: 带 Peano 余项、Lagrange 余项的 Taylor 展开.

设 f(x) 是n阶可导函数, 记 Tn(x) =
∑n

k=0
f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k, 则

f(x) = Tn(x) + o((x− x0)
n),

这里 o((x− x0)
n) 为 Peano 余项.

进一步, 若 f 是n+ 1阶可导的, 则

f(x) = Tn(x) +
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1,

这里
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1 为 Lagrange 余项.

证明见教材 3.6. Peano 余项的要求低, 只要存在 n 阶导就行了, 但是给的精度粗

犷: 只能得到一个 o((x − x0)
n) 的速度, 但是对于具体有多快, 不能确定, 而且是局部

8



性质: 只能得到 x0 附近的信息; 为 Lagrange 余项的要求高一点, 需要多存在一阶导数

(n + 1 阶), 但是得到的东西也更佳: 可以用
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1, 以及 ξ 在 x0 到 x 之

间的限制, 得到更好的放缩, 并且为整体性质, 能估计任意一点的拟合程度.

为什么说 Taylor 展开是微分学的顶峰呢? 因为我们学了 Taylor 展开后, 会发现之

前学的许多, 不过是 Taylor 展开的特殊情形, 大有“会当凌绝顶, 一览众山小”之感了, 让

我们览一览众山吧.

1. 连续: f(x) = f(x0) + o(1).

2. 可导: f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + o((x− x0)).

3. Lagrange 中值定理: 取 n = 0, 得 f(x) = f(x0) + f ′(ξ)(x− x0).

4. Fermat 定理: x 是极值点 ⇒ f ′(x0) = 0. (利用 f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x − x0) +

o(x− x0) 结合反证法)

5. 极值: f ′(x) = 0, f ′′(x) > 0 ⇒ x = x0 极小值点.

证明:
f(x) = f(x0) +

f ′′(x0)

2
(x− x0)

2 + o((x− x0)
2)

≥ f(x0) +
f ′′(x0)

4
(x− x0)

2 (当|x− x0|充分小)

≥ f(x0).

6. 单调: f ′ > 0 ⇒ f 严增.

x > x0, f(x) = f(x0) + f ′(ξ)(x− x0) > f(x0).

7. 凹凸: f ′′ > 0 ⇒ f 凸.

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(ξ)

2
(x− x0)

2 ≥ f(x0) + f ′(x0)(x− x0),

满足支撑线定义.

8. Leibniz 公式:

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x−x0)k+o((x−x0)n), g(x) =

n∑
k=0

g(k)(x0)

k!
(x−x0)k+o((x−x0)n),

相乘得

f(x)g(x) =
n∑

k=0

k∑
j=0

f (j)(x0)g
(k−j)(x0)

j!(k − j)!
(x− x0)

k + o((x− x0)
n),
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比对得

(fg)(n)(x0) = n!
n∑

j=0

f (j)(x0)g
(n−j)(x0)

j!(n− j)!
=

n∑
j=0

Cj
nf

(j)(x0)g
(n−j)(x0).

9. 求极限. 前面学过的 l’Hospital 法则、等价无穷小 (大) 替换, 不过是把分子分母

用多项式拟合留下一个小余项罢了. Taylor 展开几乎能做所有的函数极限问题.

故曰: Taylor 展开一统天下.

实际上 Taylor 展开还能更加霸道, 去一统积分学的天下,
不过需要带积分余项的 Taylor 展开, 都是后话

试题选讲

1. (24 Mid P7) 设 a1 > 0, an+1 = an +
1
an

, 求 lim
n→∞

an√
n

.

思路: 带根号不好求, 于是不妨平方, 去求
a2n
n

极限, 带 n 也比较难处理, 猜测可以

Stolz, 去证明 a2n+1 − a2n 存在极限, 这样就是一个纯递推 (不带 n) 的式子了. 注意

a2n+1 − a2n = 2 +
1

a2n
,

并不难证明 an → ∞, 于是 a2n+1 − a2n → 2, 从而原极限为
√
2, 过程见群文件.

2. (第二章综合习题 10) 设 a < b, f(x) 在 [a, b] 上连续, 且对任意 x ∈ [a, b), 存在

y ∈ (x, b), 使得 f(y) > f(x), 证明: f(b) > f(a).

解 由 f 在闭区间上连续, 一定能取到最大值. 先证明: 最大值就是 f(b), 且只能

在 b 处取到. 否则若在 x0 ∈ [a, b) 处取到 f(x0) = maxx∈[a,b] f(x), 则存在 y ∈ [x0, b),
f(y) > f(x0), 与最大性矛盾, 于是 f(a) < f(b)(小于是因为不能在 a 处取到最大值).

3. (24 Mid P5) 设 f(x) =
1

1 + x+ x2
, 求 f (3n+2)(0).

解 方法一: 官方解答, 求 n 阶导标准做法 Leibniz 公式, 详见群文件.

方法二: 熟知
1

1− x
= 1 + x+ x2 + · · ·+ xn + o(xn),

于是

f(x) =
1− x

1− x3
= (1− x) · 1

1− x3
= (1− x)(1 + x3 + x6 + · · ·+ x3n + o(x3n+2))

= 1− x+ x3 − x4 + x6 − x7 + · · ·+ x3n − x3n+1 +
0

(3n+ 2)!
· x3n+2 + o(x3n+2),

由 Taylor 展开系数唯一性, f (3n+2)(0) = 0.
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4. (18 Mid P7) 设非常数的 f(x) 在 (−∞,∞) 上有二阶导数, 且满足

|f ′′(x)| ≤ |f ′(x)|.

求证: f(x) 在 (−∞,∞) 上严格单调.

标准答案品味比较低下, 故弄玄虚, 实际上此题非常自然.

解 由 f 非常数, 存在 x0, 使得 f ′(x0) ̸= 0, 不失一般性, 不妨 x0 = 0. 再不妨

a := f ′(x0) > 0. 由 f 二阶导存在, f ′ 连续, 于是存在邻域 (−δ, δ), 使得 f ′(x) 在这个

邻域恒正. 我们证明: g(x) > 0. 假设 g(x) 在 (0,+∞) 存在零点, 则存在 δ0 = sup{δ :

g(x) > 0, x ∈ (0, δ)} <∞, 由连续性, g(δ0) = 0. 记 g(x) = f ′(x), 条件转化为

|g′| ≤ g on (−δ, δ).

当 x > 0 时, g(x) + g′(x) ≥ 0, 所以令

h(x) = exg(x),

则 h′(x) = ex(g(x) + g′(x)) ≥ 0, 从而 0 = h(δ0) ≥ h(0) = a > 0, 矛盾.

同理, g 在 (−∞, 0) 也不存在零点, 于是 g(x) > 0, 即 f ′(x) 恒大于 0, 严格单调.

5. (21 Mid P9) 设函数 f(x) 在 (−∞,+∞) 上有任意阶导数, 且对任意实数 x 及

n = 0, 1, 2, · · · 满足 |f (n)(x)| ≤ n!|x|(这里 f (0)(x) := f(x)) , 证明: f(x) ≡ 0.

思路: 如何从各阶导和函数本身的大小产生联系? 自然考虑 Taylor 公式. 慢慢研

究, 不要求一步到位. 先看看我们能得到什么比较显然的结果. 首先 f(0) = 0, 接着利

用带 Lagrange 余项的 Taylor 公式,

|f(x)| =

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk +

f (n)(θx)

n!
xn

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣f (n)(θx)

n!
xn
∣∣∣∣ ≤ θ|x|n+1 → 0, as n→ ∞,

当 x ∈ (−1, 1), 于是由夹逼定理, f(x) = 0 on (−1, 1), 又由连续性得 f(x) = 0 on [−1, 1],
这样我们离目标更近了. 但是对于 |x| > 1, 上面 |x|n+1 量级的估计是不够的, 所以得稍

作改正. 根据前面的提示, 我们从 0 处作 Taylor 展开, 得到 [−1, 1] 处的值都是 0, 我们

猜测: k 处 Taylor 展开就能得到 [k − 1, k + 1] 都是 0, 这样一点一点用长度为 2 的闭区

间将 R“覆盖”住, 就证完了. 用归纳法写过程.

解 我们证明: 对任意 k ∈ N∗, f(x) ≡ 0, 当 x ∈ [−k, k]. k = 1 的情形已在思路中

获证, 请读者自行完善; 对 k(k ≥ 1), 假设命题成立, 考虑 k + 1. 注意对任意 n ∈ N,
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f (n)(k) = 0, 故对 x ∈ (0, 1),

|f(k + x)| =

∣∣∣∣∣
n−1∑
j=0

f (j)(k)

j!
xj +

f (n)(k + θx)

n!
xn

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣f (n)(k + θx)

n!
xn
∣∣∣∣ ≤ (k + x)xn → 0, as n→ ∞,

从而对 f(x) = 0, x ∈ (k, k+1), 由连续性, f(k+1) = 0, 同理, f(x) = 0, x ∈ [−k−1,−k),
于是 f(x) ≡ 0, x ∈ [−k − 1, k + 1], 由归纳法原理, 得证.

由 R =
⋃

k∈N∗ [−k, k], 得证.

很多同学来问一些构造函数类型的题目, 并表示没有头绪, 实际上这种题目很套路.

6. (24 Mid P8) 设 f(x) 在 [0, 1] 上非负且可导, f(0) = 1, f(1) = 1√
3
. 求证: 存在

ξ ∈ (0, 1) 满足 f 3(ξ) + f ′(ξ) = 0.

解 构造类的问题, 如何思考? 一般需要构造一个辅助函数 ϕ(x) = ϕ(x, f)(也就是 x

和 f 的函数), 满足 ϕ(a) = ϕ(b), 从而推出存在 ξ ∈ (a, b), ϕ′(ξ) = 0, 而 ϕ′(ξ) = 0 等价

于题目所要求的.

这里 f ′ 和 f 混合, 我们联想到复合函数求导: φ(f(x))′ = f ′(x)φ′(f(x)), 因此我们

先想办法把含有 f 的都放到一个地方:

f ′(ξ)

f 3(ξ)
+ 1 = 0.

这里有一个小 bug: 如果 f = 0 怎么办? 后面再来修复它. 右边的 1 做个积分得为

x+ C, 不妨取 C = 0. 根据前面的观察, 我们想让 φ′(f) = 1
f3 , 或是用积分, 或是瞪眼法

可得 φ(f) = − 1
2f2 满足要求, 于是令

ϕ(x) = − 1

2f 2(x)
+ x,

则 ϕ′(x) = f ′(x)+f3(x)
f3(x)

, 很自然地代入得 ϕ(0) = ϕ(1) = −1
2
, 这样基本上就做完了, 再去处

理一下小 bug 即可. 注意到如果存在 x0, f(x0) = 0, 注意非负条件, f ′(x0) = 0, 此时取

ξ = x0 即可, 于是我们就可以写过程了, 见群文件.

由此, 我们便总结出了一种套路: 对于只含有 f 和 x 的问题, 我们先把 f 当成变量,
并把式子分离变量为 f ′(x)φ(f(x)) = g(x), 这里 g(x) 不含 f , 再作积分即可.

7. (22 Mid P7) 设 f(x) 在 [0, 1] 上有二阶导数, 且 f(0) = f ′(0), f(1) = f ′(1). 证

明: 存在 ξ ∈ (0, 1), 使得 f(ξ) = f ′′(ξ).

解 这里构造的辅助函数一定是 ϕ(x) = ϕ(x, f, f ′). 题中所给的 0 和 1 的信息指引我

们考虑 g(x) = f(x) − f ′(x), g′(x) = f ′(x) − f ′′(x), 于是 f − f ′′ = g + g′. 像上题一样,

12



把所有的 g 归到一边, 把前面的套路中的 f 改成 g, 又变成了 ϕ(x, g) 的形式, 又是老套

路套路. 即考虑 g′

g
+ 1, 显然形式上取 ln(g) + x 即可, 但是 g 可能在正负反复横跳, 所

以我们可以取指数, 考虑 exg(x), 即令

ϕ(x) = (f(x)− f ′(x))ex,

显然有

ϕ′(x) = (f(x)− f ′′(x))ex,

ϕ(0) = ϕ(1) = 0, 后略.

事实上, 这种题等后面学习了微分方程, 会更有理解. 熟能生巧, 很多形式多看看就

知道怎么构造了. 若要准备期中考, 这里有一些总结, 看过留个印象便能加速解题, 扩展

构造思路:

(a) f ′(x) + λf(x) = 0, 构造 g(x) = eλxf(x). 特别地, 对于 λ = ±1, f ′(x) ± f(x) = 0,
构造 g(x) = e±xf(x).

(b) f ′′(x)− f(x) = 0, 构造 (1) g(x) = ex(f ′(x)− f(x)), (2) g(x) = e−x(f ′(x) + f(x)).

(c) f ′′(x)+f(x) = 0, 构造 (1) g(x) = f 2(x)+f ′2(x), (2) g(x) = f(x) sinx+f ′(x) cosx.

(d) xf ′(x) + αf(x) = 0, 构造 g(x) = xαf(x).

(e) xf(x) + f ′(x) = 0, 构造 g(x) = e
x2

2 f(x).

(f) f ′(x)− λ(f(x)− x) = 1, 构造 g(x) = (f(x)− x)e−λx.

请指出 (a)(d)(e) 的构造思路.

当堂练习:
f 在 [0, 1] 二阶可微, f(0) = f(1) = 0, 证明: 存在 ξ ∈ (0, 1), 使得

f ′′(ξ) =
2f ′(ξ)

1− ξ
.

补充题.(课上不讲, 有空研究)
1. 对任意 a ∈ R, 证明: 数列 {sin(n+ a)} 发散.

2. 设 f(x) : [a, b] → R 满足对任意 x1, x2 ∈ [a, b],

|f(x1)− f(x2)| ≤ (x1 − x2)
2,

证明: f(x) 在 [a, b] 上是常数.
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3. 设 f(x) 在 [a, b] 上二阶可微. 证明: 存在 ξ ∈ (a, b), 使得

f(a)− 2f

(
a+ b

2

)
+ f(b) =

1

4
(b− a)2f ′′(ξ).

4. 设 f 在 [0,∞) 上可微, f(0) = 0, 且存在常数 c > 0, 使得对任意 x ≥ 0,

|f ′(x)| ≤ c|f(x)|,

证明: f(x) = 0, x ≥ 0.

另外, 上面的习题 3.6.8 也比较重要.

解答:

1. 反证法. 假设极限为 L, 则 sin(n+ a+ 1) 极限也为 L. 又

sin(n+ a+ 1) = sin(n+ a) cos 1 + cos(n+ a) sin 1 ⇒

cos(n+ a) =
sin(n+ a+ 1)− sin(n+ a) cos 1

sin 1
→ 1− cos 1

sin 1
L := L′,

即 cos(n+ a) 极限也存在, 为 L′. 再考虑 sin(n+ a+ 2) 的极限也为 L, 类似可得,

L′ =
1− cos 2

sin 2
L.

联立, 并由
1− cos 1

sin 1
̸= 1− cos 2

sin 2
,

解得 L = L′ = 0. 但是

1 = sin2(n+ a) + cos2(n+ a),

取极限得 0 = L2 + L′2 = 1, 矛盾.

2. 先证明: f 在 [a, b] 连续, 在 (a, b) 可导, 且导数为 0. 固定 x0 ∈ (a, b),∣∣∣∣f(x)− f(x0)

x− x0

∣∣∣∣ ≤ |x− x0| → 0,

当 x → x0, 故在 (a, b) 可导, 当然在 [a, b] 连续, 且 f ′(x0) ≡ 0. 由 Lagrange 中值定理,
任意 x1, x2 ∈ [a, b],

f(x1)− f(x2) = f ′(ξ)(x1 − x2) = 0,

于是 f(x) 在 [a, b] 上为常数.
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3. 写出 f(a), f(b) 在
a+ b

2
的 Taylor 展开式:

f(a) = f

(
a+ b

2

)
+ f ′

(
a+ b

2

)(
a− b

2

)
+

1

2
f ′′(η1)

(
b− a

2

)2

,

f(b) = f

(
a+ b

2

)
+ f ′

(
a+ b

2

)(
b− a

2

)
+

1

2
f ′′(η2)

(
b− a

2

)2

.

两式相加,
f(a)− 2f

(
a+ b

2

)
+ f(b) =

1

4
(b− a)2

[
f ′′(η1) + f ′′(η2)

2

]
,

由导函数的介值性, 存在 ξ ∈ (a, b), f ′′(ξ) =
f ′′(η1) + f ′′(η2)

2
, 于是

f(a)− 2f

(
a+ b

2

)
+ f(b) =

1

4
(b− a)2f ′′(ξ).

4. 类似试题选讲第六题, 一点点证明. 先证明在某个小区间 [0, h], f(x) ≡ 0. 待定

h. 记 M = maxx∈[0,h] |f(x)| ≥ 0, 则在 [0, h], |f ′(x)| ≤ cM . 于是令 g(x) = cMx − f(x),
则

g′(x) = cM − f ′(x) ≥ 0,

于是 g(x) = cMx− f(x) ≥ g(0) = 0, 从而 f(x) ≤ cMx; 同理 f(x) ≥ −cMx, 于是

|f(x)| ≤ cMx ≤ cMh.

但是由连续函数的性质, 存在 x0 ∈ [0, h], |f(x0)| =M , 于是

M = |f(x0)| ≤ cMh,

这启发我们取 h =
1

2c
(取一个小于

1

c
的都行). 于是 M ≤ M

2
, 进而 M = 0, 即

f(x) = 0, x ∈
[
0,

1

2c

]
.

这样一点点往右延伸, 就得到了 f ≡ 0. 也就是通过归纳法, 证明 f(x) ≡ 0, x ∈ [ n
2c
, n+1

2c
],

n ∈ N, 进而得证, 细节请自行补充.

最后还是再提醒一句: 最重要的是看课本、看作业, 查漏补缺! 先相信自己能力, 再

相信助教改卷, 最后相信老师给分!

预祝同学们在期中考试理想发挥!
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