
数学分析（B1）习题课讲义
第 1 次
胡洁洋

分析是极限的艺术。

作业解答

作业 1. (习题 1.1.1) 由 a 有理数, 设 a = p/q, p, q 为互质整数. 若 a+ b 有理数, 设

a+ b = u/v, 则

b =
u

v
− p

q
=

uq − vp

vq
∈ Q,

矛盾; 因 b 无理数, −b 也是, 由前所证, a− b 也是无理数. 类似可证 ab, b/a 无理数.

作业 2. (习题 1.1.2) 任取 x1 < x2, x1, x2 ∈ Q, 考虑

x0 =
x1 + (

√
2− 1)x2√
2

,

我们证明: 1) x1 < x0 < x2; 2) x0 为无理数.

1):

x0 − x1 = (
√
2− 1)(x2 − x0) =

√
2− 1√
2

(x2 − x1) > 0

2): 假设 x0 是有理数, 则由习题 1.1,

x0 − x2 =

√
2(x1 − x2)

2
,

左边是有理数, 但右边是无理数 (
√
2 无理数, 乘有理数 (x1 − x2)/2 还是无理数), 矛盾.

注. 构造来自高中解析几何常见的定比分点坐标公式, 要证明存在性, 最简单的方式就

是直接构造一个合乎题意的解,
√
2 换成任意正无理数都可以.

作业 3. (习题 1.1.3)
√
2 无理性课上已经讲过.

√
3 也是类似: 假设其为有理数, 设

√
3 = p/q, p, q 为互质正整数, 那么由

p2 = 3q2,
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3 | p, 设 p = 3r, 则 q2 = 3r2, 于是 3 | q, 进而 (p, q) ≥ 3 ̸= 1, 矛盾.
√
3 +

√
2: 假设其为有理数, 则 1/(

√
3 +

√
2) =

√
3−

√
2 也是有理数, 于是

√
2 =

1

2

[
(
√
3 +

√
2)− (

√
3−

√
2)
]

是有理数, 这不可能.

作业 4. (习题 1.1.6) 对 n 归纳. n = 1, 是恒等式. 对 n−1(n ≥ 2), 假设命题成立, 现
在来看 n. 当 a1+ · · ·+an ≤ −1, 左边 ≥ 0 ≥ 右边, 结论已经成立; 当 a1+ · · ·+an > −1,
由归纳假设,

(a1 + 1)(a2 + 1) · · · (an + 1) ≥ (a1 + · · ·+ an−1 + 1)(an + 1)

= 1 + a1 + a2 + · · ·+ an + (a1 + · · ·+ an−1)an

≥ 1 + a1 + a2 + · · ·+ an.

最后是因为 a1 + · · ·+ an−1, an > −1 且二者同号.

注. 很多同学没有分类 a1+ · · ·+ an 和 −1 的大小关系而是直接用了 n = 2 的归纳假设,
这是不对的, 因为不满足 n = 2 时候的条件, 所有数 ≥ −1. 一种修补的方案如上, 分类

讨论; 另一种方式是用了 n− 1 的归纳假设后, 直接计算

≥ (a1 + · · ·+ an−1 + 1)(an + 1) = 1 +
n∑

k=1

ak +
n−1∑
k=1

akan ≥ 1 +
n∑

k=1

ak.

作业 5. (习题 1.2.1)
(2) 任意 ε > 0, 取 N =

[
1
ε

]
+ 1, 当 n > N , 则∣∣∣∣sinn

n

∣∣∣∣ ≤ 1

n
< ε.

由定义知结论成立.

(4) 对任意 ε > 0, 取 N =
[
1
ε

]
+ 1, 对任意 n > N ,

n!

nn
=

1 · 2 · · ·n
n · n · · ·n

≤ 1

n
< ε.

由定义知结论成立.

注. 学好数学分析, 既需抓住问题的主干, 又得会处理问题的细节. 既需懂得分析函数

的大致走势, 又要会研究函数的局部性质. 要得到合适的量级, 要大胆放缩: 知道哪里

是主要部分, 不要动, 把次要的部分放大或缩小, 不改变太多整体的大小就可以了, 比如
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这里直接将三角函数大小放成 1, 以及直接把 n! 大于 2 的项全放成 n, 因为我们有一个

信念: 放缩完之后得到的东西还是比下面好很多. 如果太考虑细枝末节, 反而会考虑麻

烦. 在后面, 我们要研究 n! 更精细的渐近性态, 会得到以下结果 (Stirling 公式):

lim
n→∞

n!√
2πn

(
n
e
)n = 1,

也可以写成

n! ∼
√
2πn

(n
e

)n

, 当 n → ∞,

这时就需要我们仔细分析 n! 每一项的大小, 不能鲁莽.

作业 6. (习题 1.2.2) 由题意, 任给正数 ε/M , 存在 N , 使得当 n > N 时, |an − a| <
Mε/M = ε, 由定义知结论成立.

作业 7. (习题 1.2.3) 由题意, 任意正数 ε, 存在 N , 当 n > N 时, |an − a| < ε, 也就

是说, lim
n→∞

an = a.

作业 8. (习题 1.2.4) 由绝对值不等式, 0 ≤ ||an| − |a|| ≤ |an − a|, 根据夹逼原理, 也

有 lim
n→∞

|an| = |a|. 反例: an = (−1)n. 但若 a = 0, 实际上由极限定义, 对任意 ε > 0, 存

在 N , 使得任意 n > N , ||an|| = |an| < ε, 也就是说,

lim
n→∞

an = 0.

作业 9. (习题 1.2.6)
对任意 ε > 0, 由定义, 存在正整数 N1, 使得任意 n > N1, |a2n − a| < ε, 存在正整

数 N2, 使得任意 n > N2, |a2n+1 − a| < ε. 于是, 我们取 N = max{2N1 +2, 2N2 +2}, 任

意 n > N , 如果 n 为奇数, 则 (n− 1)/2 > N2, 于是 |an − a| < ε; 同样若 n 为偶数也有

|an − a| < ε, 也就是说不管怎样, 都有 |an − a| < ε, 由定义知

lim
n→∞

an = a.

作业 10. (习题 1.2.7(1)) 注意对任意正整数 n, |an − an+1| = n
n+1

+ n+1
n+2

> 1, 与

Cauchy 收敛准则矛盾.

注. 证明数列不收敛大致方法: 1. 定义 2. 证明不满足 Cauchy 收敛准则 3. 找到两个收

敛到不同极限的子列

作业 11. (习题 1.2.8)
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(1) 注意

lim
n→∞

4 +
5

n
+

2

n2
= 4, lim

n→∞
3 +

2

n
+

1

n2
= 3,

由极限除法运算,

lim
n→∞

4n2 + 5n+ 2

3n2 + 2n+ 1
= lim

n→∞

4 + 5
n
+ 2

n2

3 + 2
n
+ 1

n2

=
4

3
.

(4) 先化简 an.

an =
(22 − 1)(32 − 1) · · · (n2 − 1)

2232 · · ·n2

=
1 · 3 · 2 · 4 · 3 · 5 · · · (n− 1) · (n+ 1)

2232 · · ·n2

=
n+ 1

2n
,

于是其极限为 1
2
.

作业 12. (习题 1.2.13) 问题一: 由极限定义, 取 ε = (a− b)/2, 则存在正整数 N1, N2,
使得对任意 n > N1, |an − a| < (a− b)/2, 对任意 n > N2, |bn − b| < (a− b)/2. 那么从

项 max{N1, N2}+ 1 开始, an > a− (a− b)/2 = b+ (a− b)/2 > bn.

问题二就是问题一的逆否 (改变一下 a, b 的顺序), 从逻辑上说, 它们是等价的.

作业 13. (习题 1.2.14) 不妨 a ≥ b. 当 a > b 时, 由 13 题, 从某项开始, an > bn, 故

从某项开始, cn = an, dn = bn, 于是

lim
n→∞

cn = a, lim
n→∞

dn = b.

当 a = b 时, 对任意 ε > 0, 存在正整数 N1, N2, 使得对任意 n > N1, |an−a| < ε, 对
任意 n > N2, |bn − a| < ε, 所以当 n > N := max{N1, N2} 时, |cn − a| < ε, |dn − a| < ε,
于是结论也成立.

作业 14. (习题 1.2.15)
(1) 注意

0 <

(
1

(n+ 1)2
+

1

(n+ 2)2
+ · · ·+ 1

(2n)2

)
< n · 1

n2
=

1

n
→ 0, as n → ∞,

由夹逼原理得极限为 0.

(2) 注意

0 < (n+ 1)k − nk = nk

[(
1 +

1

n

)k

− 1

]
≤ nk · k

n
= knk−1 → 0,
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由夹逼原理得极限为 0.

(3) 注意
√
2 · 4

√
2 · · · 2n

√
2 = 21−

1
2n → 2, as n → ∞.

(4) 注意当 n ≥ 2 时,

1 ≤ n
√
n2 − n+ 2 ≤

(
n

1
n

)2

→ 1,

由夹逼原理得极限为 1.

(5) 由
n
√

cos2 1 ≤ n
√

cos2 1 + cos2 2 + · · ·+ cos2 n < n
√
n,

左右极限都是 1, 于是极限为 1.

作业 15. (习题 1.2.16) 不妨 a1 = max{a1, · · · , am}. 由

a1 =
n
√
an1 ≤ n

√
an1 + · · ·+ anm ≤ n

√
man1 = a1

n
√
m → a1,

结论成立.

补充

书写规范

改第一次作业时碰到不少书写问题. 通常以数学符号算式为核心, 适量辅以文字说

明 (但尽量不要没有); 规范归纳法、反证法的书写格式; 尽量避免 ∵,∴ 符号, 数学论文

更提倡用“因为/所以/因此/于是/从而/由此得/故”“since/thus/hence/therefore”等文字

衔接, 而不是符号缩写. 读者理解更顺畅. 请同学们多模仿教材上证明的书写过程, 慢

慢地成为自己的习惯.

有时候, 适当拆除自己思路的脚手架, 反而能让过程更加清晰. 以用定义证明数列

极限为例, 很多同学给定了 ε > 0, 想写取 N 的过程, 实际上可以把这些写在草稿纸 (熟
练后可不写) 上, 在写正式解答的时候直接写出取得的 N(ε) 值, 然后后面再进行放缩,
进行说理, 为什么取出来的 N 是合理的. 我们具体举一个简单的例子.

证明: lim
n→∞

sinn

n
= 0.

书写反例 1:
∀ε > 0,

∣∣∣∣sinn

n

∣∣∣∣ ≤ 1

n
< ε ⇒ n ≥

[
1

ε

]
+ 1,

所以取 N =

[
1

ε

]
+ 1. 由极限定义得 lim

n→∞

sinn

n
= 0.
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书写反例 2: 对任意 ε > 0, 取 N =

[
1

ε

]
+ 1, 对任意 n > N ,

∣∣∣∣sinn

n

∣∣∣∣ < ε, 由极限定义,

lim
n→∞

sinn

n
= 0.

书写示例: 对任意 ε > 0, 取 N =

[
1

ε

]
+ 1, 对任意 n > N ,

∣∣∣∣sinn

n

∣∣∣∣ ≤ 1

n
≤ 1

1/ε
= ε,

由极限定义, lim
n→∞

sinn

n
= 0.

附 1: 数学归纳法的书写格式
对于未熟练掌握此法者, 最好根据模版来写. 以下假设要证明一个关于 n(n ≥ 1)

的命题成立, 当然实际情况可能并不一定从 n = 1 出发, 那就从不同的起点奠基即可.
这里仅介绍第一和第二数学归纳法, 螺旋、反向归纳法不作介绍, 感兴趣者可自己搜索.

第一数学归纳法:

当 n = 1 时, 命题成立; 对 n(n ≥ 1), 假设命题成立; 下面考虑 n+ 1 的情形.

· · · , 于是, 对 n+ 1, 命题也成立, 由归纳法原理, 结论得证.

第二数学归纳法:

当 n = 1 时, 命题成立; 对小于 n(n ≥ 2) 的情况, 假设命题成立; 下面考虑 n 的情

形.

· · · , 于是, 对 n+ 1, 命题也成立, 由归纳法原理, 结论得证.

实际上, 很多时候可以无脑用第二数学归纳法, 因为其包含了第一归纳法的假设.

附 2: 一些记号
常用 := 表示“被定义为”, 用来定义新的变量、函数等, 例如:

f(x) := x2 + 1, an :=
1

nα
.

记两个集合的无交并为 ⊔: 主要用于强调两个集合没有交集, 例如

R = Q ⊔Qc,

如果是很多集合, 也可用

A =
n⊔

k=1

Ak
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表示一族集合的无交并, 类似

A =
n⋃

k=1

Ak, A =
n⋂

k=1

Ak

的记号也是合理的.

记有限或按指标集合的乘积为
∏

:

n∏
k=1

ak,
∏
i∈I

xi.

常约定空乘积等于 1: ∏
∅

(·) = 1.

记集合 {1, 2, · · · , n} := [n], 尤其常用于组合学.

恒等 (对自变量域内处处相等) 常记为

f ≡ g,

当然这个符号也用来表达同余.

为表示数集, 如 N,Z,Q,R,C, 通常不用一般的字体, 而是采用黑板粗体表示, 否则

比如在写极限定义证明题, 会出现如: N ∈ N 这种混淆. 在纸笔书写中, 用“加一条短的

平行竖线”来模拟黑板粗体, 如图 1.

图 1: 常用数集符号的书写示意

补充题

例 0.1 (e 的无理性). 证明: e 是无理数.

证明. 上课已经指出

e = lim
n→∞

n∑
k=1

1

k!
:= lim

n→∞
an,
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假设 e =
p

q
, p, q 是互质正整数, 上课已经指出 2 < e < 3, 所以 q ≥ 2. 则当 n > q,

an − aq =
1

(q + 1)!
+ · · ·+ 1

n!

≤ 1

(q + 1)!

(
1 +

1

q + 2
+ · · ·+ 1

(q + 2)n−q−1

)
<

1

(q + 1)!

1

1− 1/(q + 2)

=
q + 2

(q + 1)!(q + 1)

<
1

q!q
(用到q(q + 2) < (q + 1)2),

又 e = p/q, 得 q!e − q!aq 都是整数, 于是 q!e − q!aq ≥ 1, 由

q!e − q!aq = lim
n→∞

q!(an − aq) ≤ lim
n→∞

q! · 1

q!q
≤ 1

2
,

矛盾.

注. 这个例题告诉我们 e 是无理数, 实际上, π 也是无理数. 判定一个数的无理性是比较

困难的, 有同学在作业中由于
√
2 和

√
3 是无理数, 就认为它们的和一定是无理数, 但

这不一定对, 比如
√
2+ (−

√
2) 就是有理数. 另外, 人们到现在还不知道 e+ π 是不是无

理数.

例 0.2 (压缩映射定理). 设函数 f : [a, b] → [a, b], 且存在常数 L ∈ (0, 1) 使对任意

x, y ∈ [a, b] 都有

|f(x)− f(y)| ≤ L |x− y|,

(该条件称为 Lipschitz 条件), 则 f 有且仅有一个不动点 x∗ ∈ [a, b], 即 f(x∗) = x∗.

证明. 存在性. 任取 x0 ∈ [a, b], 令 xn+1 = f(xn). 由 f([a, b]) ⊂ [a, b], 得 {xn} ⊂ [a, b],
于是定义良好, 接下来我们证明: {xn} 极限存在, 只需证明它是 Cauchy 列. 注意到

|xn+1 − xn| = |f(xn)− f(xn−1)| ≤ L|xn − xn−1| ≤ · · · ≤ Ln|x1 − x0|

因此对 m > n,

|xm − xn| ≤
m−1∑
k=n

|xk+1 − xk| ≤ |x1 − x0|
∞∑
k=n

Lk =
Ln

1− L
|x1 − x0| ≤

b− a

1− L
Ln.

对任意 ε > 0, 取 N = max{1,
[
logL

(1−L)ε
b−a

]
+ 1}, 则任意 m,n > N , |xm − xn| < ε, 即

{xn} 是 Cauchy 列, 于是收敛. 记极限为 x∗, 下证 f(x∗) = x∗. 由 Lipschitz 条件, f 连
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续 (留给同学们), 于是

f(x∗) = lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

xn+1 = x∗.

唯一性. 反证法. 假设存在 x∗ ̸= x∗∗ 都是不动点, 则

|f(x∗)− f(x∗∗)| = |x∗ − x∗∗|,

矛盾, 综上, 不动点唯一.

例 0.3. 设数列 {xn} 收敛, 证明: 它有单调子列.

证明. 设 lim
n→∞

xn = x0. 若存在无穷多项 xn = x0, 结论已成立; 否则由抽屉原理, 集合

A := {n : xn > x0}, B := {n : xn < x0} 至少有一个有无穷多项, 不妨是 A. 先证明: 任

意 ε > 0,
#([x0, x0 + ε] ∩ A) = ∞.

由题意, 若此结论不成立, 则存在 N1, 使得任意 n > N1, n ∈ A, xn > x0 + ε. 但由极限

定义, 存在 N , 任意 n > N , |xn − x0| < ε, 所以 A ⊂ [max{N,N1}], 必有限, 矛盾.

回原题, 递归取以下子列: xk1 ∈ A 任取, xkn+1 ∈ [x0,
xnk

+x0

2
] ∩ A, 前面已证总可以

这么取.

介绍: 上下极限

好多同学在没证明极限的良定性时就直接写表达式 limn→∞ xn = · · · 这种式子, 是

不可以的. 为了解决极限不一定存在的问题, 我们可以用上下极限来规避极限不一定存

在的问题. 它的出发点是来自 (老师似乎讲过的) 极限存在的这样一个等价命题 (子列

判别法):

数列 {xn} 极限存在等价于其任意子列收敛到同一极限.

当然这个命题的使用通常是去证明某个极限不存在: 只需找到两个收敛到不同极

限的子列. 那么我们现在思考: 如果我们记 x 为 {xn} 所有收敛子列或发散到无穷的极

限的上确界, x 为为 {xn} 所有收敛子列或发散到无穷的极限的下确界, 根据确界存在

原理, x, x 一定存在, 所以, 极限存在就等价于 x = x, 这给了我们定义以下上下极限的

灵感.

设实数列 {xn}n≥1 给定. 记尾部上确界与下确界序列:

sn := sup
k≥n

xk, in := inf
k≥n

xk.
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定义 0.4 (上下极限). 称

lim
n→∞

xn := lim
n→∞

sn = inf
n≥1

sup
k≥n

xk, lim
n→∞

xn := lim
n→∞

in = sup
n≥1

inf
k≥n

xk.

它们总存在于扩展实数 R := R ∪ {±∞}. 记

x := lim
n→∞

xn, x := lim
n→∞

xn.

命题 0.5 (基本性质). 对任意实数列 (xn), 有:

(a) (sn) 单调不增且有下界, 因此 lim sn 存在于 R. 同理 (in) 单调不减且有上界, 因
此 lim in 存在于 R.

(b) 总有 x ≤ x.

(c) xn 收敛当且仅当 x = x = L, 此时 limxn = L.

(d) 若 x < +∞, 则对每个 ε > 0, 存在 N 使得 xn ≤ x + ε 对所有 n ≥ N 成立. 若
x > −∞, 则对每个 ε > 0, 存在 N 使得 xn ≥ x− ε 对所有 n ≥ N 成立.

证明. (1) 由定义可见 sn+1 = supk≥n+1 xk ≤ supk≥n xk = sn, 故单调不增. 下界由例如

infk≥1 xk 保证. (in) 类似.
(2) 由 in ≤ sn 对所有 n 成立, 取极限得 x ≤ x.
(3) 若 xn → L, 则 sn ↓ L 与 in ↑ L, 故上下极限同为 L. 反过来若 x = x = L, 则对任意

ε > 0, 存在 N1, N2 使 in > L − ε 与 sn < L + ε 对 n ≥ N := max{N1, N2} 成立, 从而

L− ε < xn < L+ ε 对 n ≥ N 成立, 即 xn → L.
(4) 由 sn ↓ x 得存在 N 使 sn < x + ε, 于是对 k ≥ n 有 xk ≤ sn < x + ε. 另一端类

似.

定理 0.6 (用极限点刻画). 设 E 为 (xn) 的聚点集合, 即存在子列收敛到 y 的所有极限

y. 则
x = supE, x = infE.

并且存在子列 xnj
→ x 与子列 xmj

→ x.

注 (常用判定技巧). 当直接判断 limxn 困难时, 可先估计 lim 与 lim. 若能分别夹住到

同一极限 L, 则得到收敛结论. 而且关键的一点是: 数列的极限不一定存在, 但是数列

的上下极限必定存在.

例 0.7. 设 xn = (−1)n + 1
n
. 则

lim
n→∞

xn = 1, lim
n→∞

xn = −1.
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说明: 偶数项 1 + 1
n
↓ 1, 奇数项 −1− 1

n
↑ −1. 因此尾部上确界趋于 1, 尾部下确界趋于

−1.

例 0.8 (sinn 的上下极限). 设 xn = sinn. 则

lim
n→∞

xn = 1, lim
n→∞

xn = −1.

说明: 因为 1/(2π) 为无理数, 序列 {n mod 2π} 在 [0, 2π) 稠密. 因此可取子列 nk → ∞
使 nk → π

2
与 nk → 3π

2
(模 2π) 分别成立, 于是 sinnk → 1 与 sinnk → −1. 结合极限点

刻画定理得结论.

对于函数, 我们同样可定义上下极限:

lim
x→x0

f(x) = lim
δ→0+

sup
0<|x−x0|<δ

f(x), lim
x→x0

f(x) = lim
δ→0+

inf
0<|x−x0|<δ

f(x),

且有

lim
x→x0

f(x) = s ⇔ lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

f(x) = s.

一些上课没有证明的命题

命题 0.9. 记

an =
n∑

k=1

1

kα
,

当 0 < α ≤ 1 时, {an} 发散到正无穷, 当 α > 1 时, {an} 收敛. 如果用无穷求和的记号,
也就是说,

∞∑
k=1

1

kα

= ∞, 0 < α ≤ 1,

< ∞, α > 1.

证明. 数列 {an} 严格递增.

发散情形 0 < α ≤ 1. 分组放缩. 由

a2m = 1 +
1

2α
+

m∑
j=2

2j∑
k=2j−1+1

1

kα
≥ 1 +

1

2
+

1

2

m∑
j=2

2 j(1−α) ≥ m+ 1

2
,

因而 a2m → ∞, 由单调性得 an → ∞.

收敛情形 α > 1. 仍按同样的分组, 但此时用上界

2j∑
k=2j−1+1

1

kα
≤ 2 j−1 · 1

(2j−1)α
= 2−(j−1)(α−1).
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因而

2m∑
k=1

1

kα
= 1 +

m∑
j=1

2j∑
k=2j−1+1

1

kα
≤ 1 +

m∑
j=1

2−(j−1)(α−1) = 1 +
1− 2−m(α−1)

1− 2−α+1
<

2− 2−α+1

1− 2−α+1
,

也就是对任意正整数 m, am < a2m <
2− 2−α+1

1− 2−α+1
, 由单调收敛定理得 {an} 收敛.

注. Euler 得到了
∞∑
k=1

1

k2
=

π2

6
.

定理 0.10 (∞/∞ 型 Stolz 定理). 设 {an}, {bn} 是两个数列, 且 {bn} 严格递增趋于 ∞.
若

lim
n→∞

an+1 − an
bn+1 − bn

= A,

则

lim
n→∞

an
bn

= A,

这里 A ∈ [−∞,∞].

证明. 无从下手时, 先用定义翻译条件. 当 A ∈ R 时, 由定义, 对任意 ε > 0, 存在 N , 任

意 n > N ,
A− ε <

an+1 − an
bn+1 − bn

< A+ ε,

即

(A− ε)(bn+1 − bn) < an+1 − an < (A+ ε)(bn+1 − bn),

作累加, 得

(A− ε)(bn − bN+1) < an − aN+1 < (A+ ε)(bn − bN+1),

当 n 充分大时, bn > 0, 三式同除 bn, 得

aN+1 − AbN+1

bn
− ε

(
1− bN+1

bn

)
<

an
bn

− A <
aN+1 − AbN+1

bn
+ ε

(
1− bN+1

bn

)
.

注意到 aN+1, bN+1, 都是关于 ε 的常数, 取 n → ∞, 得

−ε ≤ lim
n→∞

an
bn

− A ≤ lim
n→∞

an
bn

− A ≤ ε.

又注意到 ε 的任意性, 得

lim
n→∞

an
bn

− A = lim
n→∞

an
bn

− A = 0,
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即

lim
n→∞

an
bn

= A.

当 A = +∞(−∞ 类似), 任意 M > 0，存在 N 使得对所有 n ≥ N，

an+1 − an
bn+1 − bn

> M.

因 {bn} 严格递增，bn+1 − bn > 0，于是

an+1 − an > M (bn+1 − bn).

将上式对 k = N, . . . , n− 1 累加，得对一切 n > N，

an − aN > M (bn − bN).

当 n 充分大时有 bn > 0，两边同除以 bn，得到

an
bn

> M

(
1− bN

bn

)
+

aN
bn

.

令 n → ∞，由 bn → ∞ 可得

lim
n→∞

an
bn

≥ M.

由于 M > 0 任意，故

lim
n→∞

an
bn

= +∞.

注. 这里我们使用了分析学极其常见的技巧: epsilon-room. 其精神是: 要证明 A = B,
只需证明对任意 ε > 0, A ≥ B − ε, A < B + ε. 也就是说, 分析学的所有等式都是不等

式. 留出一个 ε 的大小, 退一步海阔天空. 0/0 情形请同学们自己完成.

定理 1.28-30

定理 0.11. 若当 x → x0 时, 函数 f(x) 有极限 l, 则:

1◦ 极限是唯一的.

2◦ f(x) 在 x0 的附近有界, 即存在正数 M, δ, 当 0 < |x− x0| < δ 时, 有 |f(x)| ≤ M .

3◦ 若 a < l < b, 则在 x0 的附近, 有 a < f(x) < b, 即存在 δ > 0, 当 0 < |x− x0| < δ

时, 有 a < f(x) < b.

证明. 1◦ 假设同时有 l1 ̸= l2. 取 ε = 1
3
|l1− l2| > 0. 由极限定义, 当 x 充分靠近 x0 时, 同

时有 |f(x)−l1| < ε 与 |f(x)−l2| < ε, 则 |l1−l2| ≤ |l1−f(x)|+|f(x)−l2| < 2ε = 2
3
|l1−l2|,
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矛盾.

2◦ 取 ε = 1. 则存在 δ > 0 使 0 < |x−x0| < δ 时 |f(x)− l| < 1. 于是 |f(x)| ≤ |l|+1.
取 M = |l|+ 1 即得.

3◦ 令 ε = 1
2

min{b− l, l − a} > 0. 若 |f(x)− l| < ε, 则 l − ε > a 与 l + ε < b, 从而

a < f(x) < b.

定理 0.12. 设当 x → x0 时, 函数 f(x) 与 g(x) 分别以 l 与 l′ 为极限, 则:

1◦ 若在 x0 的附近有 f(x) > g(x), 则 l ≥ l′.

2◦ 若 l > l′, 则在 x0 的附近必有 f(x) > g(x).

3◦ 由 1◦ 与 2◦ 推出: 若在 x0 的附近有 f(x) ≥ 0, 则 l ≥ 0; 若 l > 0, 则在 x0 的附近

有 f(x) > 0.

证明. 设 h(x) = f(x)− g(x), 则 h(x) → l − l′. (用到 1.30, 不过 1.30 不依赖于 1.29)

1◦ 若在 x0 的附近 h(x) > 0, 而又假设 l − l′ < 0, 取 ε = −(l − l′)/2 > 0, 则充分靠

近 x0 时 h(x) < (l − l′) + ε = (l − l′)/2 < 0, 矛盾. 故 l − l′ ≥ 0, 即 l ≥ l′.

2◦ 取 ε = 1
3
(l − l′) > 0. 充分靠近 x0 时, 有 |f(x) − l| < ε 与 |g(x) − l′| < ε. 于是

f(x) ≥ l − ε > l′ + ε ≥ g(x), 从而 f(x) > g(x).

3◦ 令 g ≡ 0 即得.

定理 0.13. 设当 x → x0 时, 函数 f(x) 与 g(x) 有极限, 则 f(x)± g(x), f(x)g(x), f(x)

g(x)
(当 lim

x→x0

g(x) ̸= 0 时) 均有极限, 且

1◦ lim
x→x0

(
f(x)± g(x)

)
= lim

x→x0

f(x)± lim
x→x0

g(x).

2◦ lim
x→x0

f(x)g(x) =
(

lim
x→x0

f(x)
)(

lim
x→x0

g(x)
)

; 特别地, lim
x→x0

c f(x) = c lim
x→x0

f(x), 其中
c 为常数.

3◦ lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

lim
x→x0

f(x)

lim
x→x0

g(x)
, 其中 lim

x→x0

g(x) ̸= 0.

证明. 设 lim f = l, lim g = l′.

1◦ 由三角不等式,
∣∣[f(x)± g(x)]− (l ± l′)

∣∣ ≤ |f(x)− l| + |g(x)− l′|, 右端可同时小

于任意给定 ε > 0.

2◦ 先用定理 1.28 的 2◦ 得 f, g 在 x0 的附近有界, 取界为 |f(x)| ≤ |l| + 1, |g(x)| ≤
|l′|+ 1. 则

|f(x)g(x)− ll′| = |f(x)g(x)− lg(x) + lg(x)− ll′| ≤ |f(x)− l| |g(x)|+ |l| |g(x)− l′|

≤ (|l′|+ 1) |f(x)− l|+ |l| |g(x)− l′|,
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右端随 x → x0 而趋于 0. 常数倍的情形取 g ≡ c 即可.

3◦ 先证 g(x) ̸= 0 在 x0 的附近成立并且 1/g(x) → 1/l′. 由于 l′ ̸= 0, 取 0 < η < |l′|,
则充分靠近 x0 时 |g(x)− l′| < η, 从而 |g(x)| ≥ |l′| − η > 1

2
|l′|. 于是∣∣∣∣ 1

g(x)
− 1

l′

∣∣∣∣ = |g(x)− l′|
|g(x)| |l′|

≤ 2

|l′|2
|g(x)− l′| → 0.

由 f · (1/g) → l · (1/l′) 与 2◦ 即得.

注. 由此可见, 数列极限和函数极限的证明几乎是差不多的, 就是离散和连续版本的不

同罢了. 从函数的极限的邻域定义可能会觉得还是有一些差别, 但我们还知道一个极限

的等价定义 (Heine 判别法): 设 f : D → R, a ∈ R. lim
x→x0

f(x) = a ⇐⇒ 对任意数列

{xn} ⊂ D \ {x0}, 若 xn → x0, 则 f(xn) → a. 这个定义可能就更能彰显数列与函数极限

之联系. 后面, 当我们要证明一些积分不等式, 会发现很多积分不等式也就是离散不等

式的推广, 证明方法也是几乎一致的. 有时如果连续的问题找不到思路, 可以试试想一

想离散版本的问题应该怎么做, 再把方法推广到连续.
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